
ミュー粒⼦異常磁気能率への量⼦電磁気学
による摂動12次の寄与

1.素粒⼦標準模型(SM)でのミュー粒⼦
異常磁気能率

はパウリ行列 σk を用いて
σij = εijk

(
σk 0

0 σk

)
(2.8)

と表され、ゴルドン恒等式 (2.7)の 2項目が g 因子のうちの 2に寄与することがわかる。
ローレンツ、荷電共役 C, パリティ P , そして時間反転 T それぞれの変換に対してQED

は不変であることから、異常磁気能率に寄与する無限個の頂点図の和 (図 2b参照)による
散乱振幅は、ディラック形状因子 F1 とパウリ形状因子 F2 を用いて

iM = −ieū(p′)

[
γµF1(q

2) +
i

2m
σµνqνF2(q

2)

]
u(p)Aµ($q) (2.9)

と表せる。
eが電気素量であることを保証するため、質量殻上くりこみ条件を選び、くりこみ項を
定めると、常に

F1(0) = 1 (2.10)

となる。一方、F2(0)は 0とは限らず有限値となり、
F2(0) = al (2.11)

が異常磁気能率を与える。つまり、頂点図から F2(0)を計算することで、異常磁気能率を
求めることができる。
SMにおいて、異常磁気能率は QED、強い力、弱い力による寄与によって

al = al(QED) + al(hadronic) + al(electroweak) (2.12)

のように分解することができる。このうち、例えば l = µの場合、aµ(QED)の寄与は
aµ(QED) = A1 +A2

(
mµ

me

)
+A2

(
mµ

mτ

)
+A3

(
mµ

me
,
mµ

mτ

)
(2.13)

と表せる。g 因子が無次元であるので、荷電レプトン相互の質量比にのみ依存することを
用いている。質量比に依存しない A1 はすべての荷電レプトンの異常磁気能率に共通であ
る。さらに、QEDの結合定数である微細構造定数 α " 1/137.03は十分小さいので

Ai =
(α
π

)
A(2)

i +
(α
π

)2
A(4)

i +
(α
π

)3
A(6)

i + · · · (2.14)
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F2(0) = al

= al(QED) + al(hadronic) + al(electroweak)

図(積分)を計算することで
g-2を計算可能!!

荷電レプトン

光⼦

• 摂動12次 ファインマン図 202,770個
• 1個のファインマン図 à 積分

テキストファイルで、数⼗万⾏程度

• 1年程度で終えることはできない

ファインマン図の個数(⾚字は各項の値が確定した年)

のように各係数 Ai が摂動展開可能である。例えば、図 2cに示されている摂動 2次の頂
点図は A(2)

1 に寄与する。摂動論的くりこみ理論により、QEDでは任意の摂動次数での係
数 A(2n)

i が有限になることが保証されている。
現在までに A1 は摂動 10次までの値が得られている。摂動 8 次までは解析的に値が確
定している。A2 と A3 も摂動 10次まで知られており、摂動 8次と 10次は数値計算結果
を含んでいる。摂動 8 次の寄与は、少なくとも 2 通りの異なる計算方法で、独立な研究
グループにより計算された結果が一致しており、現状の実験精度との比較の上では、確定
していると言って良い [11]。

2.2 QED高次摂動項
本研究では、摂動 12次をターゲットとし、大きな摂動係数を与えることが期待できる
ファインマン図を取捨選択する。その後、選択したファインマン図を計算して、従来の摂
動 12次の推測値が正しいかどうかを議論する。
異常磁気能率の理論値の精度を上げるためには、摂動 12次のファインマン図全てを計
算することが望ましい。しかし、摂動 12次では計算量が莫大になるため、現実的な時間
内では実行することは難しい。ファインマン頂点図の数は 0次元 QEDで 1粒子既約頂点
相関関数 Γを解析的に計算することで求めることができる。この相関関数の摂動展開は

Γ = 1 + e2 + 7e4 + 72e6 + 891e8 + 12 672e10 + 202 770e12 + · · · (2.15)

となり、各係数がその摂動次のファインマン図の個数を与える [12, 13]。つまり、摂動 12

次では 202, 770個の頂点図が存在する。摂動 10次の 12, 672個全ての評価に数年を要し、
2012年に摂動 10次の値が発表されたことを考慮すると、摂動 12次すべての計算を１年
程度で終えることはできない。
幸いなことにミュー粒子異常磁気能率では、支配的に寄与するファインマン図の種類は
ごく限られていることが既存の研究からわかっている [14]。そこで、本論文では摂動 12

次のファインマン図の中から、支配的なファインマン図のみを選んで計算する。これによ
り、摂動 12次のファインマン図がどれくらいのオーダーでミュー粒子異常磁気能率へ寄
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ミュー粒⼦異常磁気能率では、主要に寄与する図が
限られており、これらを選択して計算する

6 結論
本論文では、ミュー粒子異常磁気能率の理論値の精度を高めるため、量子電磁気学

(QED)からの摂動 12次の寄与の 2つの主要項
1. 電子による真空偏極を複数個挿入した 276個
2. さらに別の光光散乱ループを挿入して得られる 360個

を選び取り、計算を実行し、評価した。結果、前者からは
M (e,e,e,e)

LL6 p2p2p2 +M (e,e,e)
LL6 p4p2 = 3869.3± 4.3, (6.1)

後者からは
M (e,e)

LL6 LL6 = 145.7± 1.9 (6.2)

の寄与が得られた。両者の異常磁気能率への寄与としては
(α
π

)6 [
M (e,e,e,e)

LL6 p2p2p2 +M (e,e,e)
LL6 p4p2 +M (e,e)

LL6 LL6

]
! 0.63× 10−12 (6.3)

程度であり、現在の実験値との比較には影響しないが、次世代の精密検証にはさらに詳し
い評価が必要であることが明らかになった。
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統⼀理論値には影響しない
新物理探索にミュー粒⼦g-2は依然有効

主要項の寄与

2.量⼦電磁気学(QED)による寄与

5.結論

4 摂動 6次の光光散乱に真空偏極を挿入した図
光子の伝搬関数を真空偏極を含んだものに変更することは、簡単に行うことができる。
そのため、摂動 6 次の光光散乱の被積分関数を構成した後に、光子の内線を真空偏極が
挿入されたものに置き換えることで、摂動 6次の光光散乱 (LL6) に真空偏極を挿入した
摂動 12次の頂点図 (LL6 p2p2p2,LL6 p4p2)の寄与を求める。この手法を用いることで、
LL6 p2p2p2の被積分関数を直に構成するよりも計算リソースを格段に節約することがで
きる。
4.1 摂動 6次光光散乱の寄与
図 6に示す摂動 6次の光光散乱 (LL6)の寄与は、公式 (3.21)より、ファインマンパラ
メタを用いて

M (6) =

(
−1

4

)3

2!

∫
(dz)

×



1

2

∑

i<j

1

4
Tr[P2µνCijF

µν
ij ]

1

U2V 2
+

5∑

j=3

1

4
Tr[P2µνzjZ

µν
j ]

1

U2V 3




(4.1)

で与えられる。フェルミオンの内線には z1, · · · , z5、光子の内線には za, zb, zc のファイン
マンパラメタを割り当てる。E,N による寄与はファリィの定理より 0になるため存在し
ない。第一項の添字 i, j は、フェルミオンの内線の番号 1, 2, · · · , 5を走る。第二項の添字
j は、外線の光子が挿入されるフェルミオンの内線の番号 3, 4, 5を走る。ここで

V = z1 + z2 + (z3 + z4 + z5)r
2 − (z1A1 + z2A2) (4.2)

である。
ガンマ行列のトレースと Dµ

j 演算子の操作は、代数的操作プログラム FORMによって
実行させた [17]。摂動 6次の光光散乱の寄与 (4.1)は

M (6) =
1

16

∫
(dz)

U2




(
C0

V 2
+

C1

UV

)
+

5∑

j=3

(
Z(j)
0

V 3
+

Z(j)
1

UV 2
+

Z(j)
2

U2V

)

 (4.3)

となる。被積分関数の具体形 C0, C1, Z
(j)
0 , Z(j)

1 , Z(j)
2 は付録 Aに与えた。

21

4.2 LL6 p2p2p2と LL6 p4p2の寄与
この摂動 6次の光光散乱の光子の内線に、摂動 2次の真空偏極を挿入して摂動 12次の
頂点図を作る。一つの光子の内線に一つまたは複数個の真空偏極を挿入した場合の 1/V n

の変更は、付録 B に述べた。この結果を使うことで、次の式
M (12) =

1

16

∫ 1

0
ds

∫ 1

0
dt

∫ 1

0
du ρ(s)ρ(t)ρ(u)

∫
(dz)

U2

×




(
C0

V 2
+

C1

UV

)
+

5∑

j=3

(
Z(j)
0

V 3
+

Z(j)
1

UV 2
+

Z(j)
2

U2V

)


(4.4)

によって真空偏極を挿入されてできた、様々な種類の頂点図の寄与を統一的に表現するこ
とができる。
例えば、摂動 2次の真空偏極を別々の光子の内線に 1つずつ挿入すると、図 11のよう
な頂点図になり、m2

p(s) := 4/(1− s2)とすると
V =z1 + z2 + (z3 + z4 + z5)r

2 − (z1A1 + z2A2)

+ zam
2
p(s) + zbm

2
p(t) + zcm

2
p(u).

(4.5)

のような変化を受ける。
光子の内線 iに 2個の真空偏極を挿入して、別の光子の内線 j に 1個の真空偏極を挿入
する場合は (4.4)の 1/V n をそれぞれ

1

V
−→ V

(V + zim2
p(t))(V + zim2

p(u))
, (4.6)

1

V 2
−→

V 2 − z2im
2
p(t)m

2
p(u)

(V + zim2
p(t))

2(V + zim2
p(u))

2
, (4.7)

1

V 3
−→

V 3 − 3m2
p(t)m

2
p(u)V z2i −m2

p(t)m
2
p(u)

(
m2

p(t) +m2
p(u)

)
z3i

(V + zim2
p(t))

2(V + zim2
p(u))

2
(4.8)

のように変更を受ける。V は内線 j の光子によって変化を受けて
V =z1 + z2 + (z3 + z4 + z5)r

2 − (z1A1 + z2A2) + zjm
2
p(s) (4.9)

となる。
以上で説明した手法を用いて LL6 p2p2p2や LL6 p4p2の寄与を求める前に、LL6の
被積分関数を構成するプログラムを作成し、FORMを用いて実行した。その際、各ファ
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LL6の寄与

LL6_p2p2p2の寄与

子の伝搬関数にファインマンゲージを取ると
iM[LL6] = i

( α

4π

)3
F

∫
(dz)

1

U2(V − iε)2
, (3.13)

F = ū(p)γµ( /D1 +m1)γν( /D2 +m2)γλu(p)

× Tr[γµ( /D3 +m3)γ
ν( /D4 +m4)γ

λ( /D5 +m5)], (3.14)

(dz) = dz1dz2dz3dz4dz5dzadzbdzc

× δ (1− z1 − z2 − z3 − z4 − z5 − za − zb − zc) (3.15)

と与えられる。外線の運動量 p が 1 と 2 の内線のみを通過する経路を選択すると、
q1 = q2 = pで、他はすべて qj = 0となり、

V = (z1 + z2)m
2
µ + (z3 + z4 + z5)r

2m2
µ − (z1A1 + z2A2)p

2 (3.16)

を得る。ここで、r は外線のミュー粒子と内線のループを飛ぶ粒子の質量比 ml/mµ、
Ai(i ∈ {1, 2, 3, 4, 5})は内線 iを流れる外部運動量 pの係数である。Ai はスカラーカレン
トと呼ばれ、

Ai :=
Q′

i

p
(3.17)

と定義され、
Ai =

{
1− (z1B1i + z2B2i)/U for i = 1, 2

(z1B1i + z2B2i)/U for i = 3, 4, 5
(3.18)

となる。なお、運動量 pが他の経路を通ると仮定すると、Ai や V は一見異なった表記と
なるが、ファインマンパラメタで書き下すと全く同じものとなる。
図 6のファインマン図のチェーン Zk は

Z1 = z1a, Z2 = z2c, Z3 = z3, Z4 = z4, Z5 = z5, Z6 = zb (3.19)

である。チェーンの指標を用いて、独立なループを 1a → 3 → b, 2c → b → 4, 3 → 5 → 4

と向きづけて選ぶと、ループ行列 Qは

Q =




1 0 −1 0 0 1

0 1 0 −1 0 −1

0 0 1 1 1 0



 (3.20)
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V ! V + zam
2
p(s) + zbm

2
p(t) + zcm

2
p(u)磁場中の荷電レプトンを記述する

ハミルトニアン

相対論的量⼦⼒学では厳密に𝑔! = 2
真空の揺らぎの寄与
2からズレる

そのずれを g-2(異常磁気能率)

𝑩
𝑠

荷電レプトン

スピン

2 ミュー粒子異常磁気能率
2.1 荷電レプトンの異常磁気能率
以下、荷電レプトンの異常磁気能率を説明するために、磁場中の荷電レプトンを議論す
る。磁場中の荷電レプトンの振る舞いはハミルトニアンを用いて

H = −!µl · !B, (2.1)

!µl = gl
e!
2ml

!s

! = gl
!s

!µB (2.2)

と表される。ここで、(2.1) の !µl は荷電レプトンの磁気双極子モーメント、 !B は外部磁
場である。gl は無次元量であり、g 因子と呼ばれる。同式中の e は荷電レプトンの電荷、
! は換算プランク定数、ml は荷電レプトンの質量、!s は荷電レプトンのスピンである。
g,mについている添字 lは 3つの荷電レプトンである電子 (e)、ミュー粒子 (µ) 、タウ粒
子 (τ)を表す。以下、 != c=1 の自然単位系を用いる。電磁気系はヘヴィサイド単位系
を用いる。すなわち、微細構造定数 αは

α =
e2

4π
(2.3)

である。
g 因子は荷電レプトンの磁気モーメントの大きさを Bohr 磁子 µB を単位として示すも
ので、相対論的量子力学を記述する Dirac 方程式では厳密に gl = 2 となる。しかし、こ
の gl = 2 は真空の揺らぎによる補正を受けて 2より 0.1% ほど大きくなる。この差を異
常磁気能率とよび

al :=
gl − 2

2
(2.4)

と定義する。
異常磁気能率は、図 2に示す荷電レプトンと光子の散乱を計算することにより求めるこ
とができる。このような素粒子の散乱を表す図をファインマン図と呼ぶ。特に、2本の荷
電レプトンを表す外線と 1 本の光子を表す外線を構成要素に持つ図を頂点図と呼ぶ。以
降、頂点図の光子の外線を省略する。
g 因子のうち 2に寄与する散乱振幅は図 2aに示されている。この図にファインマン則
を用いると

iM(0) = −ieū(p′)γµu(p)Aµ(!q) (2.5)
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(𝑙 = 𝑒, 𝜇, 𝜏)

磁場

2 ミュー粒子異常磁気能率
2.1 荷電レプトンの異常磁気能率
一様な磁場中での、静止した荷電レプトンの振る舞いは、ハミルトニアンを用いて

H = −!µl · !B, (2.1)

!µl = gl
e!
2ml

!s

! = gl
!s

!µB (2.2)

と表される。ここで、(2.1) の !µl は荷電レプトンの磁気双極子能率、 !B は外部磁場であ
る。Bohr 磁子 µB を単位として µl の大きさを表す gl は、g 因子と呼ばれる無次元の量
である。同式中の e は荷電レプトンの電荷、 ! は換算プランク定数、ml は荷電レプトン
の質量、!s は荷電レプトンのスピンである。g,mの添字 lは 3つの荷電レプトンである電
子 e、ミュー粒子 µ 、タウ粒子 τ を表す。
以下、 本論文では != c=1 の自然単位系、電磁気系はヘヴィサイド単位系を用いる。
すなわち、微細構造定数 αは

α =
e2

4π
(2.3)

である。また、時空の計量は (1,-1,-1,-1)を採用する。
g 因子は、荷電レプトンを点粒子とみなす限りは、相対論的量子力学を記述するディ
ラック方程式により厳密に gl = 2となる。しかし、現実の gl は真空の揺らぎによる補正
を受けて 2より 0.1% ほど大きくなる。この差を異常磁気能率とよび、各々の荷電レプト
ン lに対して

al :=
gl − 2

2
(2.4)

と定義する。
g 因子は、図 2に示す荷電レプトンと光子の散乱を計算することにより求めることがで
きる。一般に、素粒子の散乱の過程を表す図をファインマン図と呼ぶ。特に、2本の荷電
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Bk and Bq.—Two fast transients induced by the dynam-
ics of charging the ESQ system and firing the SR kicker
magnet slightly influence the actual average field seen by
the beam compared to its NMR-measured value as
described above and in Ref. [61]. An eddy current induced
locally in the vacuum chamber structures by the kicker
system produces a transient magnetic field in the storage
volume. A Faraday magnetometer installed between the
kicker plates measured the rotation of polarized light in a
terbium-gallium-garnet crystal from the transient field to
determine the correction Bk.

The second transient arises from charging the ESQs,
where the Lorentz forces induce mechanical vibrations in
the plates that generate magnetic perturbations. The ampli-
tudes and sign of the perturbations vary over the two
sequences of eight distinct fills that occur in each 1.4 s
accelerator supercycle. Customized NMR probes measured
these transient fields at several positions within one ESQ
and at the center of each of the other ESQs to determine
the average field throughout the quadrupole volumes.
Weighting the temporal behavior of the transient fields
by the muon decay rate, and correcting for the azimuthal
fractions of the ring coverage, 8.5% and 43% respectively,
each transient provides final corrections Bk and Bq to aμ as
listed in Table II.

V. COMPUTING aμ AND CONCLUSIONS

Table I lists the individual measurements of ωa and ω̃0
p,

inclusive of all correction terms in Eq. (4), for the four run
groups, as well as their ratios, R0

μ (the latter multiplied by
1000). The measurements are largely uncorrelated because
the run-group uncertainties are dominated by the statistical
uncertainty on ωa. However, most systematic uncertainties
for both ωa and ω̃0

p measurements, and hence for the ratios
R0

μ, are fully correlated across run groups. The net computed
uncertainties (and corrections) are listed in Table II. The fit
of the four run-group results has a χ2=n:d:f: ¼ 6.8=3,
corresponding to Pðχ2Þ ¼ 7.8%; we consider the Pðχ2Þ to
be a plausible statistical outcome and not indicative of
incorrectly estimated uncertainties. The weighted-average
value isR0

μ ¼ 0.003 707 300 3ð16Þð6Þ, where the first error
is statistical and the second is systematic [82]. From Eq. (2),
we arrive at a determination of the muon anomaly

aμðFNALÞ ¼ 116 592 040ð54Þ × 10−11 ð0.46 ppmÞ;

where the statistical, systematic, and fundamental constant
uncertainties that are listed in Table II are combined in
quadrature. Our result differs from the SMvalue by 3.3σ and
agrees with the BNL E821 result. The combined exper-
imental (Exp) average [83] is

aμðExpÞ ¼ 116 592 061ð41Þ × 10−11 ð0.35 ppmÞ:

The difference, aμðExpÞ − aμðSMÞ ¼ ð251$ 59Þ × 10−11,
has a significance of 4.2σ. These results are displayed
in Fig. 4.
In summary, the findings here confirm the BNL exper-

imental result and the corresponding experimental average
increases the significance of the discrepancy between the
measured and SM predicted aμ to 4.2σ. This result will
further motivate the development of SM extensions,
including those having new couplings to leptons.
Following the Run-1 measurements, improvements to

the temperature in the experimental hall have led to greater

TABLE II. Values and uncertainties of the R0
μ correction terms

in Eq. (4), and uncertainties due to the constants in Eq. (2) for aμ.
Positive Ci increase aμ and positive Bi decrease aμ.

Quantity
Correction
terms (ppb)

Uncertainty
(ppb)

ωm
a (statistical) % % % 434

ωm
a (systematic) % % % 56

Ce 489 53
Cp 180 13
Cml −11 5
Cpa −158 75

fcalibhωpðx; y;ϕÞ ×Mðx; y;ϕÞi % % % 56
Bk −27 37
Bq −17 92

μ0pð34.7°Þ=μe % % % 10
mμ=me % % % 22
ge=2 % % % 0

Total systematic % % % 157
Total fundamental factors % % % 25
Totals 544 462

FIG. 4. From top to bottom: experimental values of aμ from
BNL E821, this measurement, and the combined average. The
inner tick marks indicate the statistical contribution to the total
uncertainties. The Muon g − 2 Theory Initiative recommended
value [13] for the standard model is also shown.
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0.104⇥ 10�11QEDの不確かさ

FNAL 実験継続中
数年以内に不確かさは1/4になる

に比較できるようになった。ただし、これらの微細構造定数の値に 5.5標準偏差の差があ
り、実験値との差からの BSMの探査を難しくしている。
BSM 探査においては、ミュー粒子異常磁気能率がはるかに有力な候補となっている。

2021 年にフェルミ国立加速器研究所 (FNAL) において測定された値 [3] が発表され、
2006年のブルックヘブン国立研究所 (BNL)での測定値 [9]と同程度の不確かさで、かつ、
矛盾がない結果を得た。この二つの値の加重平均値が

aµ(exp.) = 116 592 061 (41)× 10−11 (1.1)

である。末尾の ( ) で囲んだ数字は、測定値の不確かさが最後の 2 桁にあることを示
す。FNAL ではデータ取得が継続しており、数年以内に実験値の不確かさは現在の 1/4、
12× 10−11 程度になる予定である [10]。
ミュー粒子異常磁気能率の SM理論値は、世界各国の多くの研究者の協力のもと、2019
年に SM統一値として

aµ(SM) = 116 591 810 (1) (40) (18) [43] × 10−11 (1.2)

が発表された [11]。ここで不確かさは左から順に、弱い相互作用による寄与、ハドロン真
空偏極の寄与、ハドロン光光散乱による寄与によるもので、[ ] で囲んだ値は、これら 3

つの不確かさの平方和の平方根として得られた不確かさである。このうち、QEDからの
不確かさは 0.104× 10−11 とされており、(1.2)の不確かさには寄与しない。実験値と SM

理論値の差は
aµ(exp.)− aµ(SM) = 251 (59)× 10−11 (1.3)

であり、4.2 標準偏差のずれがある (図 1 参照)。実験の精度が上がることが確実である
一方、理論値の精度の向上は簡単ではない。不確かさの主因であるハドロンの寄与の精
度を向上させるためには、新たなハドロン生成実験やそのデータの蓄積と解析、または、
スーパーコンピュータを用いた格子量子色力学での精密ハドロン計算などが必要とされる
[11]。
本論文では、ミュー粒子異常磁気能率の SM理論値のうち、QED の寄与についての再
検討を行う。QED の寄与については既存の摂動 10 次までの計算で十分であると考えら
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hadron
光光散乱

• 摂動10次まで計算されている
• QEDの不確かさ 0.10 x 10-11 v.s.    実験の不確かさ 41 x 10-11

• QEDの不確かさ 摂動12次の寄与の概算で決めている
• この概算は正しいか?
• 質量⽐ に起因する強調因⼦の存在
• 実際に計算することで確かめる
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3.低次の結果から推測できる主要項

インマン図に対応したループ行列とチェーンを与えることにより、U,Bij を構成した後
に、各被積分関数を構成した。その後、積分アルゴリズム VEGAS+[18, 19]を用いて得
られた被積分関数を r = 1の場合で数値積分した。r = 1の場合で積分の収束性が良いこ
とが経験的に分かっているので、今回計算した数値と文献値が不確かさの範囲内で一致し
ていることを確認することで、被積分関数の構成手法の正当性を確認することが目的であ
る。表 2に示すように、今回求めた r = 1の場合の LL6の数値と文献値は不確かさの範
囲内で一致している。その後、r = me/mµ の場合でも LL6の数値と文献値は不確かさの
範囲内で一致していることを確認した。
付録 B で示した真空偏極の挿入方法を用いることで、LL6 に真空偏極を挿入し
た LL6 p2,LL6 p4,LL6 p2p2 の被積分関数を構成した。その後 LL6 と同様に、r =

1,me/mµ の場合の寄与を数値計算によって求めた。真空偏極の挿入方法の正当性を確認
することが目的である。表 2に示すように、今回計算した数値と文献値は不確かさの範囲
内で一致していることを確認した。
LL6 p2p2p2、LL6 p4p2のうち、全てのフェルミオンループに同種類のフェルミオン
が飛ぶ場合のみを考える。すると、摂動 2次の真空偏極を 3個含むもの (LL6 p2p2p2)は
60個、摂動 4次の真空偏極を 1個と摂動 2次の真空偏極を 1個含むもの (LL6 p4p2)は
216個ある。それぞれの寄与は LL6の 1/V n の変更によって表現されるため、すべての
寄与は 1/V n の和で書ける。従って、数値計算の被積分関数のプログラムは LL6とほぼ
同じで、積分の次元は LL6より 3つ増えて 10次元となるが、VEGAS+では問題ではな
い。これはノートパソコン (mac book pro (M1))で計算することができる。
全てのフェルミオンループにミュー粒子が回っている場合、107 の評価点を用いて、試
行回数 10回で計算すると、LL6 p2p2p2では 44.7秒、LL6 p4p2では 1分 26秒で求め
られて

M (µ,µ,µ,µ)
LL6 p2p2p2 = 2.0936 (41), (4.10)

M (µ,µ,µ)
LL6 p4p2 = 4.0699 (63) (4.11)

となる。全てのフェルミオンループに電子が回っている場合の寄与も同条件で求められ、
M (e,e,e,e)

LL6 p2p2p2 = 2413.1 (2.1), (4.12)

M (e,e,e)
LL6 p4p2 = 1456.2 (3.7) (4.13)

を得た。
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全てのループが電⼦ 全てのループがミュー粒⼦

の係数として
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4.摂動12次で初めて出現する構造を持つ
主要項

字が小文字のファインマン図は、摂動 6次の光光散乱頂点図を部分図として持っている。
一方、頭文字が大文字のファインマン図は、この部分図を持っていない。

5.1 被積分関数の構成
LL6 LL6の各ファインマン図の裸の寄与は、(3.24)より

M (12) = (−1)2 ×
(
−1

4

)6

5!

∫
(dz)

×



1

5

∑

i<j

1

4
Tr[P2µνCijF

µν
ij ]

1

U2V 5
+

11∑

j=9

1

4
Tr[P2µνzjZ

µν
j ]

1

U2V 6




(5.1)

のように統一的に与えられる。フェルミオンの内線には z1, · · · , z11、光子の内線には
za, · · · , zf のファインマンパラメタを割り当てる (図 12 参照)。第一項の添字 i, j は、
フェルミオンの内線の番号 1, 2, · · · , 11を走る。第二項の添字 j は、外線の光子が挿入さ
れるフェルミオンの内線の番号 9, 10, 11を走る。
例えば、図 14の abcdeの場合、(3.1)にある F は

F =γµa( /D1 + 1)γµb( /D2 + 1)γµc( /D3 + 1)γµd( /D4 + 1)γµe

× Tr[γµa( /D5 + r1)γ
µb( /D6 + r1)γ

µc( /D7 + r1)γµf ( /D8 + r1)]

× Tr[γµf ( /D9 + r2)γ
µd( /D10 + r2)γ

µe( /D11 + r2)]

(5.2)

で与えられる。3.2章より、この F から F µν
ij と Zj が構成できる。これを計算するにあ

たって、LL6の被積分関数を計算した FORMのプログラムを摂動 12次のために拡張し
た。図 14の他の図の寄与は、(5.2)の右辺 1行目のガンマ行列の添字をファインマン図の
名前の順に並び替えるだけで得られる。この並び替えは Pythonプログラムを用いて実行
した。
ガンマ行列のトレースと Dµ

j の操作を FORMで実行させると、

M (12) =
1

32

∫
(dz)

1

U2




4∑

k=0

Ck

UkV 5−k
+

11∑

j=9

5∑

k=0

zjZ
(j)
k

UkV 6−k



 (5.3)

となり、被積分関数の分子 Ck や Z(j)
k は、Cij、スカラーカレント Aj、相関関数 Bij の
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• ⼀つの図 2ノード、80コア並列、simd(ベクトル)化
• ⼀つの図 コンパイルに2時間 Fortran90

• VEGASで16次元積分を実⾏
• 評価点108個で積分グリッドを最適化
• 評価点1010個、試⾏回数2回、実⾏時間約60時間
• 全ての図の計算に、22万コア時間使⽤

(予備的計算を含む) 22万コア時間~25年

RIKEN HOKUSAI bigWaterfall

頂点図 360個 à ⾃⼰エネルギー図 16個

•摂動12次で初めて出現する構造
•光光散乱を２個含む図

強調因⼦ が出現する可能性!!
ミュー粒⼦g-2の理論値を⼤きく動かす10x10-11程度!?
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E. H. Wichmann and N. M. Kroll (1956)
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<latexit sha1_base64="jG64kPlOxdVDdUwu+tBEN/zrkSE="></latexit>q

ミュー粒⼦

abcde acbde bacde dabce

dbace Adbec Abdce Abdec

Acdbe Acdeb Adbce Adcbe

Adceb Adecb Badce Bdace

図 14: 摂動 6 次の光光散乱を 2 個含む図。各ゲージ不変なセットから代表的なファインマン図を
示す。頭文字が小文字の頂点図は 2 つの発散構造を持つ。頭文字が大文字の頂点図は 1 つ
の発散構造を持つ。外線の光子は上部のフェルミオンループのいずれかに挿入される。
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電⼦

LL6_LL6の寄与

図abcdeの場合

- - +

- - +

図 12: abcdeのくりこみの過程。第 1項は 2つの発散構造を持つ摂動 12次の光光散乱である。第
2項、第 3項はそれぞれの発散を持つ部分図を潰して頂点にした頂点図である。第 4項は、
第 2項、第 3項によって重複して引かれた寄与を戻すための頂点図である。

とすれば、ループの外部運動量を 0 にすることに相当する。さらに、部分図として分離
は、部分図と残りの図の間の相関関数 Bij を 0に置くことで実現できる。具体的には

Bij = 0 for (i ∈ {5, 6, 7, 8}, j ∈ {1, 2, 3, 4, 9, 10, 11}). (5.9)

この操作は 16個のすべての図に対して共通な操作である。
光光散乱頂点部分図 S に対しては、F1(0)の射影演算子

P ν
3 :=

pν

4
(/p+ 1) (5.10)

を用いて、
L6 = Tr[P ν

3 Fν ]×
1

V 3
S

(5.11)

と得られる。例えば、図 14の abcdeの部分図 {1, 2, 5, 6, 7, 8, a, b, c}の場合、Fσ の構造は
Tr[γµ( /D5 + 1)γν( /D6 + 1)γλ( /D7 + 1)γσ( /D8 + 1)]γµ( /D1 + 1)γν( /D2 + 1)γλ (5.12)

となる。この結果を残りの図の部分と合わせて (5.1)を FORMで再計算させる。部分図
として頂点図と光光散乱図を両方もつ図に対しては、上記の操作を組み合わせることでカ
ウンター項を形成できる。
5.5 カウンター項の Bij

裸の Bij とくりこまれた Bij は異なる。カウンター項の Bij の一般的な生成方法は次
の通りである。
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しかし、それぞれの図を数値計算するには、この発散を処理する必要がある。そこで、
光光散乱ループに対しては外線の光子の運動量を 0に置いたものをカウンター項とする。
付録 Cの (付録 C.4)で示したように、ゲージ不変なセットを足し上げれば、

Πνσλµ(0, 0, 0, 0) = 0 (5.5)

となるので、このカウンター項の導入による、数値計算結果への補正は必要ない。
光光散乱頂点図に対しては、ワード-高橋恒等式から導かれるくりこみ定数の関係式を
考える。頂点図からの質量殻条件で決めた頂点くりこみ定数を L、波動関数くりこみ定数
を B とすると

L+B = 0 (5.6)

がある。ところが、光光散乱頂点図に関連する自己エネルギー図の寄与は、ファリィの定
理より、0であり、B = 0である。従って、光光散乱頂点図から決まる Lの値も 0とな
り、Lの定義から

L = F1(0) = 0 (5.7)

を得る。この結果から、各部分図の F1(0)に相当するカウンター項の導入による、数値計
算結果への補正は同じく必要ない。光光散乱頂点図の中の光光散乱ループの紫外発散処理
も上と同様にカウンター項を生成して対処する。
例えば、abcde のくりこまれる前の寄与 (5.1) の発散を消し去るために、図 12 のよう
にくりこみを行う。図 12の第 1項は (5.1)そのものである。第 2項、第 3項はそれぞれ
第 1項の部分図である、光光散乱、頂点図を潰して作られたカウンター項である。第 4項
は、頂点図、光光散乱の両方を潰して作られたカウンター項であり、第 2 項、第 3 項に
よって重複して引かれた寄与を戻すために作られた。
5.4 カウンター項の被積分関数
光光散乱ループに対するカウンター項の被積分関数は、裸の散乱振幅の被積分関数に
多少の変更を加えるだけで構成できる。このループを流れるスカラーカレント Ai を 0

にし、
A5 = A6 = A7 = A8 = 0 (5.8)
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として頂点図と光光散乱図を両方もつ図に対しては、上記の操作を組み合わせることでカ
ウンター項を形成できる。
5.5 カウンター項の Bij

裸の Bij とくりこまれた Bij は異なる。カウンター項の Bij の一般的な生成方法は次
の通りである。

30
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<latexit sha1_base64="hpNGDjxE+ErqwGBMQd5K7DAMbTU="></latexit>

0

<latexit sha1_base64="O6ruxnYvcruBCH5Fs9bOFjxjLz8="></latexit>

p2 = m2
µ

は紫外発散を持っている。そこで、

して、最後に、数値計算用の FORTRAN コードのパッケージを図ごとに生成するよう
にした。このパッケージを理研のスーパーコンピュータ HOKSUAI BigWaterfallに移植
し、数値計算を実行した。1つの図の積分ごとに、2ノード、80コア並列で、simd(ベク
トル)化して計算を行った。
この 16個が代表する頂点図の計算結果を表 4に示す。発散構造を 1個持つ頂点図の寄
与は、108 個の評価点を用いて、試行回数 20回で計算して、グリッドを最適化した。継
続して、1010 個の評価点を用いて試行回数 2回で計算すると、60時間程度で求められる。
同様に、発散構造を 2個持つ頂点図の寄与は、108 個の評価点を用いて、試行回数 30回
で計算した後に、1010 個の評価点を用いて試行回数 2回で計算すると、70時間程度で求
められる。
結果、全てのフェルミオンループにミュー粒子が回っている場合の寄与は、(α/π)6 の
係数として

M (µ,µ)
LL6 LL6 = −0.083 (12) (5.28)

となる。全てのフェルミオンループで電子が回っている場合の寄与は、(α/π)6 の係数と
して

M (e,e)
LL6 LL6 = 145.8 (2.0) (5.29)

となる。
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の係数として
<latexit sha1_base64="97WohxCalBcCvH9OLKfAZ4+OJf8="></latexit>⇣↵
⇡
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の強調因⼦はなかった
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*1 埼⽟⼤学理⼯学研究科、*2理研仁科加速器科学研究センター

abcde acbde bacde dabce

dbace Adbec Abdce Abdec

Acdbe Acdeb Adbce Adcbe

Adceb Adecb Badce Bdace

LL6_p4p2 72×3 個LL6_p2p2p2   60個

電⼦

電⼦

ミュー粒⼦

電⼦ 電⼦

電⼦

電⼦ 電⼦

ミュー粒⼦

• ファインマンパラメタ空間(dz)で被積分関数を構成 à 数値積分
• モンテカルロ積分アルゴリズムVEGASでの10次元積分
• すべてノートパソコンで実施

光光散乱を含む頂点図+真空偏極


