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1. 導⼊1. 導⼊
■ ■ 1-1. ⽣成モ÷ルx�？1-1. ⽣成モ÷ルx�？

与え¹¼�÷ー¿{¹1}¼{似�÷ー¿²作º出yĂ÷û

モデル

データ 新たなデータ

÷ー¿~住�ù¿øû空間  上{確率分布|あ»x考え»：

近づける

⽣成モ÷ル÷ータ⽣成分布

■ ■ 例： ⽂章⽣成例： ⽂章⽣成
LARTIUS:
O,'tis Marcius!
Let's fetch him off, or make
remain alike.

AKINORI:
Came, bloody decrees,
By city, not her brows, he is
bloody woe!

³

X



1. 導⼊1. 導⼊
■ ■ 1-2. ⽣成モ÷ル~分類1-2. ⽣成モ÷ル~分類

最近� 拡散Ă÷û：確率密度{ア¿»¹可能ÿ数値積分|必要Āz場合�あ»

 ¸º：

潜在変数モデル

確率密度関数 q(y) {ア¿セス可能？

yのようz形式で？

Yes

サンプリンÀ⽅法

No

Normalizing flow

厳密

ボルツマンマシン

MC

VAE

近似

others

その他

GAN

直接

ÿ不完全zĀ分類図ÿ不完全zĀ分類図

https://arxiv.org/abs/1701.00160

⾃⼰回帰モ÷ル

https://arxiv.org/abs/1701.00160


1. 導⼊1. 導⼊
■ ■ 1-2. ⽣成モ÷ル~分類1-2. ⽣成モ÷ル~分類

訓練⽅法{¸»分類

ボûôþンþ·ン

⾃⼰回帰Ă÷ûÿteacher-forcingĀ
Normalizing flow

KLð´バー¸·ン¹最⼩化{よ»ものKLð´バー¸·ン¹最⼩化{よ»もの

変分⾃⼰符号化器ÿVAEĀÿ理想的z場合�KL最⼩化Ā
敵対的⽣成ýóøワー¿(GAN)

潜在変数モ÷û潜在変数モ÷û

¹ÃアþóÁンÀ

DDPM ÿ理想的z場合�KL最⼩化?Ā
SDE
õýーþóÁンÀ

拡散モ÷û拡散モ÷û
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2. KLÀイバー¸·ン¹最⼩化{¸»�~
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4. 拡散Ă÷û



2. KLダイバー¸ェン¹最⼩化によるもの2. KLダイバー¸ェン¹最⼩化によるもの

ボルôマンマ·ン

⾃⼰回帰ò÷ル

Normalizing flow



2. KLダイバー¸ェン¹最⼩化によるもの2. KLダイバー¸ェン¹最⼩化によるもの
■ ■ 2-1. 基本的z考え⽅2-1. 基本的z考え⽅

近づける

⽣成モ÷ル÷ータ⽣成分布

How?

最⼩値ÿ＝0Āw~�  xz»：

KLð´バー¸·ン¹最⼩化KLð´バー¸·ン¹最⼩化

  

q
min

log   ï q(x)
p(x) ð

p

 D  (p∥q)KL

p = q

  

D  (p∥q)KL = p(x) − log  − 1 +  
dx g 0+ (

p(x)

q(x)

p(x)

q(x))
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■ ■ 2-2. ボルôマンマ·ン2-2. ボルôマンマ·ン



2. KLダイバー¸ェン¹最⼩化によるもの2. KLダイバー¸ェン¹最⼩化によるもの
■ ■ 2-2. ボルôマンマ·ン2-2. ボルôマンマ·ン

近づける

⽣成モ÷ル÷ータ⽣成分布

確率密度関数：

�·sx計算y»x以下|わ{º~y：

ボルツマン分布 : q  (y) =¸  

Z(¸)
e−E  (y)¸

やºたいこxやºたいこx

 D  (p∥q  )
¸

min KL ¸

難しいのw 以下を繰º返す難しいのw 以下を繰º返す

¸  =t+1 ¸  −t ϵ   t'  D  (p∥q  )¸ KL ¸

 ='  D  (p∥q  )¸ KL ¸ − '  E  (x)  +ï ¸ ¸ ðp(x) '  E  (y)  ï ¸ ¸ ðq  (y)¸



2. KLダイバー¸ェン¹最⼩化によるもの2. KLダイバー¸ェン¹最⼩化によるもの
■ ■ 2-2. ボルôマンマ·ン2-2. ボルôマンマ·ン

近づける

⽣成モ÷ル÷ータ⽣成分布

確率密度関数：

実⽤上~問題：

 �不可能 ➡  ÷ー¿平均{置}換えv近似
 �困難 ➡  Ăンöカûý(MC)サン÷ûw置}換えv近似

ボルツマン分布 : q  (y) =¸  

Z(¸)
e−E  (y)¸

理想的z学習ûーû理想的z学習ûーû

¸ =t+1 ¸  +t ϵ  '  E  (x)  − '  E  (y)  t (ï ¸ ¸ ðp(x) ï ¸ ¸ ðq  (y)¸
)

ï...ð  p(x)

ï...ð  q  (y)¸



2. KLダイバー¸ェン¹最⼩化によるもの2. KLダイバー¸ェン¹最⼩化によるもの
■ ■ 2-2. ボルôマンマ·ン2-2. ボルôマンマ·ン

近づける

⽣成モ÷ル÷ータ⽣成分布

確率密度関数：

残»問題：MC サンプル ~効率

ボルツマン分布 : q  (y) =¸  

Z(¸)
e−E  (y)¸

実⾏可能z学習ûーû実⾏可能z学習ûーû

¸  =t+1 ¸  +t ϵ     '  E  (  ) −   '  E  (  )  t
N  data

1

i=1

∑
N  data

¸ ¸

÷ータ点

 x  i
N  gen

1

j=1

∑
N  gen

¸ ¸

MCサンプル

 y  j



2. KLダイバー¸ェン¹最⼩化によるもの2. KLダイバー¸ェン¹最⼩化によるもの
■ ■ 2-3. 制限ボルôマンマ·ン2-3. 制限ボルôマンマ·ン

<補助変数 =²設定y»sxw 学習|う~くいく¸う{w}»：h

エネû¾ー関数~微分値？

制限ボûôマンマ·ン制限ボûôマンマ·ン

E  (y) = − log  e¸

h

∑ −E  (y,h)¸

  

'  E  (y)¸ ¸ =  = ï'  E  (y, h)ð  

 e∑h′
−E  (y,h )¸

′
 '  E  (y, h)e∑h ¸ ¸

−E  (y,h)¸

¸ ¸ h∼q  (h∣y)¸
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■ ■ 2-3. 制限ボルôマンマ·ン2-3. 制限ボルôマンマ·ン

<補助変数 =²設定y»sxw 学習|う~くいく¸う{w}»：

実⽤上�：

 ➡  ÷ー¿  w  ²サン÷û
 ➡  öýó¿化¾ö¹サン÷úンÀ

h

理想的z学習ûーû理想的z学習ûーû

¸  =t+1 ¸  +t ϵ  '  E  (x,h)  − '  E  (y,h)  t (ï ¸ ¸ ðp(x)q  (h∣x)¸
ï ¸ ¸ ðq  (y)q  (h∣y)¸ ¸

)

ï...ð  p(x)q  (h∣x)¸
x ³ q  (h∣x)¸ h

ï...ðq  (y)q  (h∣y)¸ ¸
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■ ■ 2-3. 制限ボルôマンマ·ン2-3. 制限ボルôマンマ·ン

<補助変数 =²設定y»sxw 学習|う~くいく¸う{w}»：h

➡ ➡ ➡ ...

öýó¿化¾ö¹サン÷úンÀöýó¿化¾ö¹サン÷úンÀ



2. KLダイバー¸ェン¹最⼩化によるもの2. KLダイバー¸ェン¹最⼩化によるもの
■ ■ 2-3. 制限ボルôマンマ·ン2-3. 制限ボルôマンマ·ン

<補助変数 =²設定y»sxw 学習|う~くいく¸う{w}»：h

➡ ➡ 
最後~  を

MCサンプル{す»

コンøù¹ö³ö・ð´バー¸·ン¹法 (CD1)コンøù¹ö³ö・ð´バー¸·ン¹法 (CD1)

y ∼ p(x) y,h



2. KLダイバー¸ェン¹最⼩化によるもの2. KLダイバー¸ェン¹最⼩化によるもの
■ ■ 2-3. 制限ボルôマンマ·ン2-3. 制限ボルôマンマ·ン

<補助変数 =²設定y»sxw 学習|う~くいく¸う{w}»：

MCサン÷û� CD1 w⼗分xu¼vい�|1近年⾒直w？

Langevinサン÷úンÀ {¸»訓練~報告：

h

実⾏可能z学習ûーû実⾏可能z学習ûーû

¸  =t+1 ¸  +t ϵ    '  E  (  ,  ) −   '  E  (  )  t
Ndata

1

i=1

∑
N  data

¸ ¸

÷ータ点

 x  i

∼q  (h∣x  )¸ i

 h  i
N  gen

1

j=1

∑
N  gen

¸ ¸

MCサンプル

 y  ,h  j j

https://arxiv.org/abs/2210.10318

https://arxiv.org/abs/2210.10318
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2. KLダイバー¸ェン¹最⼩化によるもの2. KLダイバー¸ェン¹最⼩化によるもの
■ ■ 2-4. ⾃⼰回帰モ÷ル2-4. ⾃⼰回帰モ÷ル

共{連続y»ù¿øû{¹z»÷ー¿x考え¹¼»：

従sv1÷ー¿⽣成分布�1Ă÷û�

xz»2

時系列÷ータ ...

⽂章÷ータ 機械  学習  x  �  、  ⼈⼯  知能  { ...

x ,x ,x ,x ,x , ...,xt=1 t=2 t=3 t=4 t=5 t=T

ó 略記
x , x , x , x , x , ..., x1 2 3 4 5 T

p(x ,x ,x ,x ,x , ...,x )1 2 3 4 5 T

q  (x ,x ,x ,x ,x , ...,x )¸
1 2 3 4 5 T



2. KLダイバー¸ェン¹最⼩化によるもの2. KLダイバー¸ェン¹最⼩化によるもの
■ ■ 2-4. ⾃⼰回帰モ÷ル2-4. ⾃⼰回帰モ÷ル

Ă÷û{�因果的z構造²課y場合|多い：

時系列÷ータ ...

⽂章÷ータ 機械  学習  x  �  、  ⼈⼯  知能  { ...

  

q  (x ,x ,x ,x ,x , ...,x )¸
1 2 3 4 5 T

= q  (x ) ⋅ q  (x ∣x ) ⋅ q  (x ∣x ,x ) ⋅ q  (x ∣x ,x ,x ) ⋅ q  (x ∣x ,x ,x ,x ) ⋯¸
1

¸
2 1

¸
3 1 2

¸
4 1 2 3

¸
5 1 2 3 4

úカüンøニューùûýóøúカüンøニューùûýóø Transformer (位置¸ンコー÷³ンÀ)Transformer (位置¸ンコー÷³ンÀ)
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■ ■ 2-4. ⾃⼰回帰モ÷ル2-4. ⾃⼰回帰モ÷ル

Ă÷û{�因果的z構造²課y場合|多い：

因果構造|あ»~w1少w分解w}»

時系列÷ータ ...

⽂章÷ータ 機械  学習  x  �  、  ⼈⼯  知能  { ...

  

q  (x ,x ,x ,x ,x , ...,x )¸
1 2 3 4 5 T

= q  (x ) ⋅ q  (x ∣x ) ⋅ q  (x ∣x ,x ) ⋅ q  (x ∣x ,x ,x ) ⋅ q  (x ∣x ,x ,x ,x ) ⋯¸
1

¸
2 1

¸
3 1 2

¸
4 1 2 3

¸
5 1 2 3 4

やºたいこxやºたいこx

 D  (p∥q  )
¸

min KL ¸
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■ ■ 2-4. ⾃⼰回帰モ÷ル2-4. ⾃⼰回帰モ÷ル

Ă÷û{�因果的z構造²課y場合|多い：

時系列÷ータ ...

⽂章÷ータ 機械  学習  x  �  、  ⼈⼯  知能  { ...

  

q  (x ,x ,x ,x ,x , ...,x )¸
1 2 3 4 5 T

= q  (x ) ⋅ q  (x ∣x ) ⋅ q  (x ∣x ,x ) ⋅ q  (x ∣x ,x ,x ) ⋅ q  (x ∣x ,x ,x ,x ) ⋯¸
1

¸
2 1

¸
3 1 2

¸
4 1 2 3

¸
5 1 2 3 4

  

D  (p∥q  ) +  KL ¸

エンøロôー

 S(p) = −ïlog q  (x ,x ,x , ...,x )ð  ¸
1 2 3 T

p

= −ïlog q  (x ) ⋅ q  (x ∣x ) ⋅ q  (x ∣x ,x ) ⋯ð  ¸
1

¸
2 1

¸
3 1 2

p

= −  ïlog q (x ∣x , … ,x )ð  

t=1

∑
T

¸
t 1 t−1

p



2. KLダイバー¸ェン¹最⼩化によるもの2. KLダイバー¸ェン¹最⼩化によるもの
■ ■ 2-4. ⾃⼰回帰モ÷ル2-4. ⾃⼰回帰モ÷ル

Ă÷û{�因果的z構造²課y場合|多い：

時系列÷ータ ...

⽂章÷ータ 機械  学習  x  �  、  ⼈⼯  知能  { ...

  

q  (x ,x ,x ,x ,x , ...,x )¸
1 2 3 4 5 T

= q  (x ) ⋅ q  (x ∣x ) ⋅ q  (x ∣x ,x ) ⋅ q  (x ∣x ,x ,x ) ⋅ q  (x ∣x ,x ,x ,x ) ⋯¸
1

¸
2 1

¸
3 1 2

¸
4 1 2 3

¸
5 1 2 3 4

勾配更新勾配更新

¸  =t+1 ¸  −t ϵ  '  −  ïlog q  (x ∣x , … ,x )ð  t ¸(
t=1

∑
T

¸
t 1 t−1

p)



2. KLダイバー¸ェン¹最⼩化によるもの2. KLダイバー¸ェン¹最⼩化によるもの
■ ■ 2-4. ⾃⼰回帰モ÷ル2-4. ⾃⼰回帰モ÷ル

Ă÷û{�因果的z構造²課y場合|多い：

⼊⼒を⾃⾝~過去~⽣成ベクøルw�zく1÷ータÿ教師Ā由来~²~{取»た±1し�し� "teacher-forcing" x呼�¼»2

時系列÷ータ ...

⽂章÷ータ 機械  学習  x  �  、  ⼈⼯  知能  { ...

  

q  (x ,x ,x ,x ,x , ...,x )¸
1 2 3 4 5 T

= q  (x ) ⋅ q  (x ∣x ) ⋅ q  (x ∣x ,x ) ⋅ q  (x ∣x ,x ,x ) ⋅ q  (x ∣x ,x ,x ,x ) ⋯¸
1

¸
2 1

¸
3 1 2

¸
4 1 2 3

¸
5 1 2 3 4

実⾏可能z学習ûーû実⾏可能z学習ûーû

¸  =t+1 ¸  −t ϵ  '    −  log q  (x  ∣x  , … ,x  )t ¸
N  data

1

i=1

∑
N  data(

t=1

∑
T

¸ i
t

i
1

i
t−1 )



2. KLダイバー¸ェン¹最⼩化によるもの2. KLダイバー¸ェン¹最⼩化によるもの

■ ■ 2-5. Normalizing flow2-5. Normalizing flow

üóュー論⽂：https://arxiv.org/abs/1912.02762

p  (x  )0 0 q  (x)¸ p(x)

³
f  ¸

 

f  

¸
−1

←  ù
近uけ»

https://arxiv.org/abs/1912.02762


2. KLダイバー¸ェン¹最⼩化によるもの2. KLダイバー¸ェン¹最⼩化によるもの
■ ■ 2-5. Normalizing flow2-5. Normalizing flow

�w1可逆z関数  |あ¼�1

Jacobian |計算w}¼�1密度関数²計算w}»！

p  (x  )0 0 q  (x)¸ p(x)

³
f  ¸

 

f  ¸
−1

←  ù
近uけ»

f  ¸

  

q  (x)¸ := δ(x − f  (x  ))p (x  )dx  + ¸ 0 0 0 0

=  ⋅ p  (f  (x))

Jacobian

  det 'f  (x)  ¸
−1

0 ¸
−1



2. KLダイバー¸ェン¹最⼩化によるもの2. KLダイバー¸ェン¹最⼩化によるもの
■ ■ 2-5. Normalizing flow2-5. Normalizing flow

or

※  w�1以下|必要

 {¹~サン÷úンÀ  |容易wあ»sx
 ~密度関数|計算w}»sx

p  (x  )0 0 q  (x)¸ p(x)

³
f  ¸

 

f  ¸
−1

←  ù
近uけ»

訓練の指針(a)訓練の指針(a)

 

 D  (p∥q  )
¸

min KL ¸

訓練の指針(b)訓練の指針(b)

 

 D  (q  ∥p)
¸

min KL ¸

D  (p ∥p ) +KL
(1) (2) S(p ) ≈(1) −   log p (x  )

N
1 ∑i=1

N (2)
i
(1)

p(1) x  i
(1)

p(2)
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■ ■ 2-5. Normalizing flow2-5. Normalizing flow

or

p  (x  )0 0 q  (x)¸ p(x)

³
f  ¸

 

f  ¸
−1

←  ù
近uけ»

訓練の指針(a)訓練の指針(a)

 

 D  (p∥q  )
¸

min KL ¸

訓練の指針(b)訓練の指針(b)

 

 D  (q  ∥p)
¸

min KL ¸

 Gaussian
 2tôー¿

q  :¸

p :
※ Normalizing floww�zく

単z»勾配{よ»訓練



3. 潜在変数モデル3. 潜在変数モデル

変分⾃⼰符号化器ÿVAEĀ
敵対的⽣成ýóøワー¿(GAN)



3. 潜在変数モデル3. 潜在変数モデル
■ ■ 3-1. 基本的z考え⽅3-1. 基本的z考え⽅

ター²óø空間  よº
低次元~空間  を設定
ÿ潜在空間xいうĀ

→ {�⾊々z�~²使sv良い|1最近�(深層)ûューùûýóø²使う~|多い

各層w~重�⾏列＋バイア¹ù¿øû ＝ 

X

Z

そ~上{確率密度関数を設定

´
そ¼を  {<押し出す=
´

X

z ³ ³ y

¸



3. 潜在変数モデル3. 潜在変数モデル

■ ■ 3-2. 変分⾃⼰符号化器 (VAE)3-2. 変分⾃⼰符号化器 (VAE)

üóュー論⽂：https://arxiv.org/abs/1906.02691

q  (y∣z)¸

 

r  (z∣x)φ

÷

https://arxiv.org/abs/1906.02691


3. 潜在変数モデル3. 潜在変数モデル
■ ■ 3-2. 変分⾃⼰符号化器 (VAE)3-2. 変分⾃⼰符号化器 (VAE)

 上~ 密度：  ➡   �難

q  (y∣z)¸

X q  (y) =¸  q  (y∣z)q  (z)dz∫
Z ¸ Z min  D  (p∥q  )¸ KL ¸

任意~逆向}÷ý»¹  {tいv：

変分{よ»バ¶ンù (→変分{よ»バ¶ンù (→ ))証明証明

r(z∣x)

D  (p∥q  ) +KL ¸  f

エンøロôー

 S(p) − log   ï
r(z∣x)

q  (x∣z)q  (z)¸ Z ð
p(x)r(z∣x)



3. 潜在変数モデル3. 潜在変数モデル
■ ■ 3-2. 変分⾃⼰符号化器 (VAE)3-2. 変分⾃⼰符号化器 (VAE)

 上~ 密度：  ➡   �難

※ 実際{�や�º 勾配更新 ²⾏うÿ次úー¸Ā

q  (y∣z)¸

 

r  (z∣x)φ

÷

X q  (y) =¸  q  (y∣z)q  (z)dz∫
Z ¸ Z min  D  (p∥q  )¸ KL ¸

逆向}~Ă÷û  ²導⼊wv：

VAEの⽬的VAEの⽬的

r  (z∣x)φ

 (−
¸,φ

min log   )ï
r  (z∣x)φ

q  (x∣z)q  (z)¸ Z ð
p(x)r  (z∣x)φ



3. 潜在変数モデル3. 潜在変数モデル
■ ■ 3-2. 変分⾃⼰符号化器 (VAE)3-2. 変分⾃⼰符号化器 (VAE)

※ 実際{� 期待値� サン÷úンÀ w近似y»

q  (y∣z)¸

 

r  (z∣x)φ

÷

VAEの勾配更新VAEの勾配更新

  

¸  t+1

φ  t+1

= ¸  + ϵ  '  log   t t ¸ ï
r  (z∣x)φ

q  (x∣z)q  (z)¸ Z ð
p(x)r  (z∣x)φ

= φ  + ϵ  '  log   t t φ ï
r  (z∣x)φ

q  (x∣z)q  (z)¸ Z ð
p(x)r  (z∣x)φ



3. 潜在変数モデル3. 潜在変数モデル
■ ■ 3-2. 変分⾃⼰符号化器 (VAE)3-2. 変分⾃⼰符号化器 (VAE)

q  (y∣z)¸

 

r  (z∣x)φ

÷

 ~微分{tいv注意

  
&  

う~く  xz»¸うz Ă÷û²使う2
s¼² reparametrization trick xいう2

注意注意

φ

'  ...  =¸ ï ðp(x)r  (z∣x)φ
'  ...  ï ¸ ðp(x)r  (z∣x)φ

←⼤数の法則
  '  ...

N  samples

1 ∑i=1
N  samples

¸

'  ...  =φ ï ðp(x)r  (z∣x)φ
 '  ...  ï φ ð

p(x)r  (z∣x)φ

...  =ï ðp(x)r  (z∣x)φ
f(..., ε,φ)  ï ðp(x)s(ε)



3. 潜在変数モデル3. 潜在変数モデル
■ ■ 3-2. 変分⾃⼰符号化器 (VAE)3-2. 変分⾃⼰符号化器 (VAE)

幾t{~Ãāンø：

理想的zÁー¹w�  xz»2ÿ ~最後~部分w = Ā
}~場合1

s~��<近似的{密度関数  ²計算w}»Ă÷û=x⾔え»

q  (y∣z)¸

 

r  (z∣x)φ

÷

q  (z∣x) =¸∗ r  (z∣x)φ∗ 証明

− log   =ï
r  (z∣x)φ∗

q  (x∣z)q  (z)¸∗ Z ð
r  (z∣x)φ∗

− log q  (x)¸∗

q(x)



3. 潜在変数モデル3. 潜在変数モデル

■ ■ 3-3. 敵対的⽣成ýóøワー¿ (GAN)3-3. 敵対的⽣成ýóøワー¿ (GAN)

ÿ�ぶ³良いĀüóュー論⽂：https://arxiv.org/abs/2001.06937

 ø
D  ϕ R

G  ¸

 

ここを加え»

 

https://arxiv.org/abs/2001.06937


3. 潜在変数モデル3. 潜在変数モデル
■ ■ 3-3. 敵対的⽣成ýóøワー¿ (GAN)3-3. 敵対的⽣成ýóøワー¿ (GAN)

 上~ 密度：  ➡   �難

δ(y − G  (z))¸

X q  (y) =¸  δ(y −∫
Z

G  (z))q  (z)dz¸ Z min  D  (p∥q  )¸ KL ¸

 ø
D  ϕ Rδ(y − G  (z))¸

 

ここを加え»

 



3. 潜在変数モデル3. 潜在変数モデル
■ ■ 3-3. 敵対的⽣成ýóøワー¿ (GAN)3-3. 敵対的⽣成ýóøワー¿ (GAN)

 ø
D  ϕ RG  ¸

 

ここを加え»

 

 xwv

Jensen-Shannon (JS) ð´バー¸·ン¹ の 汎関数表⽰ (→Jensen-Shannon (JS) ð´バー¸·ン¹ の 汎関数表⽰ (→ ))証明証明

Ã(x) =  1+e−x
1

  

D  (p, q  )JS ¸ := D  p   + D  q   KL ( 2
p + q  ¸ ) KL ( 2

p + q  ¸ )
=  log Ã(D(x))  + log{1 − Ã(D(y))}  + 2 log 2

D
max(ï ð

p(x)
ï ð

q  (y)¸
)



3. 潜在変数モデル3. 潜在変数モデル
■ ■ 3-3. 敵対的⽣成ýóøワー¿ (GAN)3-3. 敵対的⽣成ýóøワー¿ (GAN)

※ 実際{�や�º 勾配更新 ²⾏うÿ次úー¸Ā

 ø
D  ϕ RG  ¸

 

ここを加え»

 

 xwv

GANの⽬的GANの⽬的

Ã(x) =  1+e−x
1

  log Ã(D  (x))  + log {1 − Ã(D  (y))}  

¸
min

ϕ
max(ï ϕ ð

p(x) ï ϕ ð
q  (y)¸

)



3. 潜在変数モデル3. 潜在変数モデル
■ ■ 3-3. 敵対的⽣成ýóøワー¿ (GAN)3-3. 敵対的⽣成ýóøワー¿ (GAN)

※ 実際{� 期待値� サン÷úンÀ w近似y»
※  問題|s¼w解q»��{�  | 鞍点型 wあ»必要|あ»

 ø
D  ϕ RG  ¸

 

ここを加え»

 

GANの勾配更新GANの勾配更新

 

¸t+1

ϕt+1

= ¸  + ϵ  '  log Ã(D  (x))  + log {1 − Ã(D  (y))}  t t ¸ (ï ϕ ð
p(x) ï ϕ ð

q  (y)¸
)

= ϕ  + ·  '  log Ã(D  (x))  + log {1 − Ã(D  (y))}  t t ϕ (ï ϕ ð
p(x) ï ϕ ð

q  (y)¸
)

min  max  ¸ ϕ (...)



3. 潜在変数モデル3. 潜在変数モデル
■ ■ 3-3. 敵対的⽣成ýóøワー¿ (GAN)3-3. 敵対的⽣成ýóøワー¿ (GAN)

幾t{~Ãāンø

理想的zÁー¹w�  xz» ( ~中盤)
t~º  }~�~{�ア¿»¹w}zい|1¿ーÂóøx~密度⽐~近似
�w}»x考え¹¼»

Metropolis-Hastings ö¹øzy²近似y»zy：

 ø
D  ϕ RG  ¸

 

ここを加え»

 

e =D (x)∗
 

q  (x)¸

p(x)
証明

q  (x)¸

https://arxiv.org/abs/1811.11357

https://arxiv.org/abs/1811.11357


4. 拡散モデル4. 拡散モデル

, ¹³アマóチンÀ ÷þイ¸ンÀ ¹³アマóチンÀ
DDPM
SDE
フローマóチンÀ



4. 拡散モデル4. 拡散モデル

■ ■ 4-1. ¹コアマóÁンÀ4-1. ¹コアマóÁンÀ

原論⽂：https://jmlr.org/papers/v6/hyvarinen05a.html

https://jmlr.org/papers/v6/hyvarinen05a.html


4. 拡散モデル4. 拡散モデル
■ ■ 4-1. ¹コアマóÁンÀ4-1. ¹コアマóÁンÀ

密度関数 スコア※

¹Ãア|わ{¼�1適当z  {¹ Langevin MC

ÿ⼗分⼩さz  wĀ  ( )

※ 本来スコア� パùñøúッ¿z確率密度関数  ~ パùñータ微分値  ~こxを指す？

x  0

x  =t x  +t−1 ϵ'  logp(x  ) +x t−1  z  , z  ∼2ϵ t t N (0,I)

ò ϵ x  ∼@ p(x) ³証明

 

s  (x  )wモ÷ル化¸ t−1

 

p  (x)¸ '  log p  (x)¸ ¸



4. 拡散モデル4. 拡散モデル
■ ■ 4-1. ¹コアマóÁンÀ4-1. ¹コアマóÁンÀ

密度関数 スコア※

 ~変形~z{rw1期待値²サン÷û平均{置}換え¹¼»

¹コ²マóñンÀの⽬的 (¹コ²マóñンÀの⽬的 ( ))³証明³証明

  

¸
min

s  (x) +2'  ⋅s  (x)  +constï ¸
2

x ¸ ð
p(x)

 (s  (x) − '  log p(x))  ï ¸ x
2ð

p(x)

 ...



4. 拡散モデル4. 拡散モデル
■ ■ 4-1. ¹コアマóÁンÀ4-1. ¹コアマóÁンÀ

密度関数 スコア※

��w1÷ー¿サン÷û|zい点w~精度~保証|w}zいÿ上図²参照Ā

➡  Langevin サン÷úンÀ~初期値{¸sv�問題

 ~周辺�OK{x  }i

 →こ~辺�精度|悪い

実際{や»こx実際{や»こx

   (s  (x  ) +
¸

min
N  data

1

i=1

∑
N  data

¸ i
2 2'  ⋅x s  (x  ))¸ i



4. 拡散モデル4. 拡散モデル

■ ■ 4-2. ÷þイ¸ンÀ ¹コアマóÁンÀ4-2. ÷þイ¸ンÀ ¹コアマóÁンÀ

← þイº

'  log p  (x  )x Ã Ã



4. 拡散モデル4. 拡散モデル
■ ■ 4-2. ÷þイ¸ンÀ ¹コアマóÁンÀ4-2. ÷þイ¸ンÀ ¹コアマóÁンÀ

密度関数 スコア※

¿ーÂóø{ þイº ²振»：

分布|広|»~w1¸º広い領域~ù¿øû場²推定w}»

➡   ~¹Ãア推定 ²y»

← þイº

'  log p  (x  )x Ã Ã

p  (x  ) :=Ã Ã  p(x)dx+
ノイズ

 p  (x  ∣x)Ã Ã

p  (x  )Ã Ã



4. 拡散モデル4. 拡散モデル
■ ■ 4-2. ÷þイ¸ンÀ ¹コアマóÁンÀ4-2. ÷þイ¸ンÀ ¹コアマóÁンÀ

密度関数 スコア※

← þイº

'  log p  (x  )x Ã Ã

 xwv1

÷þ´¸ンÀ ¹コ²マóñンÀの⽬的 (÷þ´¸ンÀ ¹コ²マóñンÀの⽬的 ( ) ÿ原論⽂：) ÿ原論⽂：  Ā Ā³証明³証明 https://doi.org/10.1162/NECO_a_00142https://doi.org/10.1162/NECO_a_00142

p  (x  ) :=Ã Ã p  (x  ∣x)p(x)dx∫ Ã Ã

  

¸
min

(s  ( )−'  log p  (x  ∣x))  +constï ¸ x~ x Ã Ã

2ð
p  (x  ∣x)p(x)Ã Ã

 (s  (x  ) − '  log p  (x  ))  ï ¸ Ã x Ã Ã

2ð
p  (x  )Ã Ã

https://doi.org/10.1162/NECO_a_00142


4. 拡散モデル4. 拡散モデル
■ ■ 4-2. ÷þイ¸ンÀ ¹コアマóÁンÀ4-2. ÷þイ¸ンÀ ¹コアマóÁンÀ

密度関数 スコア※

þイº~⼤}u  ⼤  広い範囲w  訓練可能�|1  {¹遠v{»
þイº~⼤}u  ⼩   {近uく|1狭い範囲w~�  訓練可能

← þイº

'  log p  (x  )x Ã Ã
x  i

 x~i

実際{や»こx実際{や»こx

   (s (  ) −
¸

min
N  data

1

i=1

∑
N  data

¸ x~i '  log p (  ∣x  ))x~ Ã x~i i
2

Ã ô s  ¸ p

Ã ô p s  ¸



4. 拡散モデル4. 拡散モデル
■ ■ 4-2. ÷þイ¸ンÀ ¹コアマóÁンÀ4-2. ÷þイ¸ンÀ ¹コアマóÁンÀ

þイº²アûーúンÀ＋Ă÷û{  依存性²tq»

: ⼤ : 中 : ⼩

Ã

Ã Ã Ã

 xwv1

改良版ÿ原論⽂：改良版ÿ原論⽂：  Ā Āhttps://arxiv.org/abs/1907.05600https://arxiv.org/abs/1907.05600

p  (x  ) :=Ã Ã p  (x  ∣x)p(x)dx∫ Ã Ã

 dÃ  (s  (x  ,  ) − '  log p  (x  ∣x))  

¸
min+

重�

 »(Ã)ï ¸ Ã Ã x Ã Ã
2ð

p  (x  ∣x)p(x)Ã Ã 依存性²持�{»Ã

https://arxiv.org/abs/1907.05600


4. 拡散モデル4. 拡散モデル
■ ■ 4-2. ÷þイ¸ンÀ ¹コアマóÁンÀ4-2. ÷þイ¸ンÀ ¹コアマóÁンÀ

þイº²アûーúンÀ＋Ă÷û{  依存性²tq»

: ⼤ : 中 : ⼩

訓練後~÷ー¿サン÷úンÀ  � Langevin MC ²表y2

固定分

布

分散

Ã

Ã Ã Ã

³
s  (Ã)¸

π( )x~
∼  x~0 ³

s  (Ã  )¸ L
 x~T  L ³
s  (Ã  )¸ L−1

 x~T  L−1 ³ ⋯ ³ x~T  2 ³
s  (Ã  )¸ 1

 x~T  1

≈ ≈ ≈ ≈ ≈

x  Ã  L
 

ノイズ
← x  Ã  L−1 ← ⋯ ← x  Ã  2

 

ノイズ
← x  Ã  1

 

ノイズ
← x  0 ∼ p(x)

Ã  L Ã  L−1 Ã  2 Ã  1



4. 拡散モデル4. 拡散モデル

■ ■ 4-3. ÷þイ¸ンÀ拡散確率モ÷ル (DDPM)4-3. ÷þイ¸ンÀ拡散確率モ÷ル (DDPM)

原論⽂：https://arxiv.org/abs/2006.11239

 

p  (x  ∣x  )´  3 3 2

←  

p  (x  ∣x  )´  2 2 1

←  

p  (x  ∣x  )´  1 1 0

←

≈ ≈

N (0, I) ∼ x  3 ³
q  (x  ∣x  )¸ 2 3 x  2 ³

q  (x  ∣x  )¸ 1 2 x  1 ³
q  (x  ∣x  )¸ 0 1 x  0

https://arxiv.org/abs/2006.11239


4. 拡散モデル4. 拡散モデル
■ ■ 4-3. ÷þイ¸ンÀ拡散確率モ÷ル (DDPM)4-3. ÷þイ¸ンÀ拡散確率モ÷ル (DDPM)

別~þイº~{q⽅：

 

p  (x  ∣x  )´  3 3 2

←  

p  (x  ∣x  )´  2 2 1

←  

p  (x  ∣x  )´  1 1 0

←

p  (x  ∣x  ) =´  t t t−1 N (x  ;  x  ,´  I), ³  =t ³  t t−1 t t 1 − ´  , ´  (t t (0, 1)

特{  xz»2

時刻 時刻  wの分布 ( wの分布 ( ))tt ³証明³証明

p(x  ∣x  ) =t 0 N  x  ;  x  , 1 −  ³  I  t  ³  

Ä=1

∏
t

Ä 0 (
Ä=1

∏
t

Ä)
x  ∼@ N (0, I)



4. 拡散モデル4. 拡散モデル
■ ■ 4-3. ÷þイ¸ンÀ拡散確率モ÷ル (DDPM)4-3. ÷þイ¸ンÀ拡散確率モ÷ル (DDPM)

 

p  (x  ∣x  )´  3 3 2

←  

p  (x  ∣x  )´  2 2 1

←
p  (x  ∣x  )´  1 1 0

←

≈ ≈

N (0, I) ∼ x  3 ³
q  (x  ∣x  )¸ 2 3 x  2 ³

q  (x  ∣x  )¸ 1 2 x  1 ³
q  (x  ∣x  )¸ 0 1 x  0

逆拡散ò÷û  逆拡散ò÷û  逆拡散ò÷û

q  (x  ,x  , … ,x  ) :=¸ 0 1 L N (x  ;0, I)q  (x  ∣x  ) ⋯ q  (x  ∣x  )L ¸ L−1 L ¸ 0 1
 ø

dx  ...dx  ∫ 1 L

q  (x  )¸ 0

 {tいv：

バ¶ンù (→バ¶ンù (→ ))証明証明

p(x  , ...,x  ∣x  ) :=1 L 0 p  (x  ∣x  ) ⋯ p  (x  ∣x  )´  L L L−1 ´  1 1 0

D  (p∥q  ) +KL ¸  f

エンøロôー

 S(p) − log   ï
p(x  , ...,x  ∣x  )1 L 0

q  (x  ,x  , … ,x  )¸ 0 1 L ð
p(x  ,...,x  ∣x  )p(x  )1 L 0 0

➡   �難min  D (p∥q  )¸ KL ¸



4. 拡散モデル4. 拡散モデル
■ ■ 4-3. ÷þイ¸ンÀ拡散確率モ÷ル (DDPM)4-3. ÷þイ¸ンÀ拡散確率モ÷ル (DDPM)

バ¶ンù²u¹{分解w}»: ÿこ~辺º煩雑z~w、論⽂を⾒»{、解説記事をみvく�さい... 6 Ā

 

p  (x  ∣x  )´  3 3 2

←  

p  (x  ∣x  )´  2 2 1

←
p  (x  ∣x  )´  1 1 0

←

≈ ≈

N (0, I) ∼ x  3 ³
q  (x  ∣x  )¸ 2 3 x  2 ³

q  (x  ∣x  )¸ 1 2 x  1 ³
q  (x  ∣x  )¸ 0 1 x  0

逆拡散ò÷û  逆拡散ò÷û  逆拡散ò÷û

  

− log   ï
p(x  , ..., x  ∣x  )1 L 0

q  (x  , x , … , x  )¸ 0 1 L ð
p(x  ,...,x  ∣x  )p(x  )1 L 0 0

= 定数 + D  (p(x  ∣x  , x  )∥q  (x  ∣x  ))  − log q  (x  ∣x  )  

t=2

∑
L

ï KL t−1 t 0 ¸ t−1 t ð
p(x  ∣x  )p(x  )t 0 0

ï ¸ 0 1 ð
p(x  ∣x  )p(x )1 0 0

= 定数 +  (ϵ − ϵ  (x  (x  , ϵ, t))  − log q  (x  ∣x  )  

t=2

∑
L

2Ã  (1 −  ³  )t
2 ∏Ä=1

t
Ä

´  t
2 ï ¸ t 0

2ð
p(x  )N (ϵ;0,I)0

ï ¸ 0 1 ð
p(x  ∣x  )p(x  )1 0 0

 {x»´ q  (x  ∣x  ) =¸ t−1 t N(x  ;  (x  −t−1
 ³  t

1
t  ϵ  (x  , t), Ã  I)

 1−  ³̄t

´  t
¸ t t

2



4. 拡散モデル4. 拡散モデル

■ ■ 4-4. 確率微分⽅程式{よ»解釈4-4. 確率微分⽅程式{よ»解釈

原論⽂：https://arxiv.org/abs/2011.13456

dx(t) = f(x(t), t)dt + g(t)dw(t)
ó

 =
∂t

∂p  (x)t −'  ⋅x (f(x, t)p  (x)) +t  '  p  (x)
2

g(t)2

x
2

t

https://arxiv.org/abs/2011.13456


4. 拡散モデル4. 拡散モデル
■ ■ 4-4. 確率微分⽅程式{よ»解釈4-4. 確率微分⽅程式{よ»解釈

þイº²¸º⼀般化

 ²取»x 確率微分⽅程式{z»2

 

p  (x  ∣x  )3 3 2

←  

p  (x  ∣x  )2 2 1

←  

p  (x  ∣x  )1 1 0

←

p  (x  ∣x  ) = N (x  ∣x  + f(x  , t)Δt, g(t) ΔtI)t t t−1 t t−1 t−1
2

õ
x  = x  + f(x  , t)Δt + g(t)  w  , w  ∼ N (0, I)t t−1 t−1 Δt t t

Δt ³ +0

dx(t) = f(x(t), t)dt + g(t)dw(t)



4. 拡散モデル4. 拡散モデル
■ ■ 4-4. 確率微分⽅程式{よ»解釈4-4. 確率微分⽅程式{よ»解釈

s¼~w~例：

÷þイ¸ンÀ ¹ÃアþóÁンÀ (Variance Exploding, VE)

DDPM (Variance Preserving, VP)

 

p  (x  ∣x  )3 3 2

←  

p  (x  ∣x  )2 2 1

←  

p  (x  ∣x  )1 1 0

←

dx(t) = f(x(t), t)dt + g(t)dw(t)

f(x, t) = 0, g(t) =  = 

Δt

Ã  − Ã  t
2

t−1
2

  

dt

dÃ (t)2

f(x, t) = (  x −1 − ´  t x)/Δt ≈ −   x, g(t) =
2
1

Δt

´  t
  

Δt

´  t



4. 拡散モデル4. 拡散モデル
■ ■ 4-4. 確率微分⽅程式{よ»解釈4-4. 確率微分⽅程式{よ»解釈

 

p  (x  ∣x  )3 3 2

←  

p  (x  ∣x  )2 2 1

←  

p  (x  ∣x  )1 1 0

←

dx(t) = f(x(t), t)dt + g(t)dw(t)

forward: 時刻  ~拡散さ¼�粒⼦~分布  �以下を満�す (Fokker-Planck ⽅程式)( )

backward: 時刻  w位置  {い»条件w、時刻  w  {⾒出す確率  �以下を満�す

( )

Kolmogorov forward/backward ⽅程式Kolmogorov forward/backward ⽅程式

t p  (x)t ³証明

 =
∂t

∂p  (x)t −'  ⋅x (f(x, t)p  (x)) +t  '  p  (x)
2

g(t)2

x
2

t

t x s > t x  s p  (x  ∣x)t s

³証明

−  =
∂t

∂p  (x  ∣x)t s f(x, t) ⋅ '  p  (x  ∣x) +x t s  '  p  (x  ∣x)
2

g(t)2

x
2

t s



4. 拡散モデル4. 拡散モデル
■ ■ 4-4. 確率微分⽅程式{よ»解釈4-4. 確率微分⽅程式{よ»解釈

z~w1¹ÃアþóÁンÀw  xwv

²解q�良い2

 

p  (x  ∣x  )3 3 2

←  

p  (x  ∣x  )2 2 1

←  

p  (x  ∣x  )1 1 0

←

dx(t) = f(x(t), t)dt + g(t)dw(t)

 xwv 以下²考え»x逆拡散{z»2

逆拡散の確率微分⽅程式 (逆拡散の確率微分⽅程式 ( ))³証明³証明

Ä = T − t

dx(Ä) = −[f(x(Ä), t) − g(t) '  log p  (x(Ä))]dÄ +2
x t g(t)d (Ä)w̄

'  log p  (x) ≈x t s  (x, t)¸

dx(Ä) = −[f(x(Ä), t) − g(t) s  (x(Ä), t)]dÄ +2
¸ g(t)d (Ä)w̄



4. 拡散モデル4. 拡散モデル
■ ■ 4-4. 確率微分⽅程式{よ»解釈4-4. 確率微分⽅程式{よ»解釈

xs½w Fokker-Planck⽅程式�以下~¸う{書}直{»：

 

p  (x  ∣x  )3 3 2

←  

p  (x  ∣x  )2 2 1

←  

p  (x  ∣x  )1 1 0

←

dx(t) = f(x(t), t)dt + g(t)dw(t)

  

 

∂t
∂p  (x)t = −'  ⋅ (f(x, t)p  (x)) +   x t 2

g(t)2

'  ⋅(p  (x)'  log p  (x))x t x t

 '  p  (x)x
2

t

= −'  ⋅ f(x, t) −  '  log p  (x) p  (x)x ((
2

g(t)2

x t ) t )
ñ

dx(t) = f(x, t) −  '  log p  (x) dt(
2

g(t)2

x t ) 常微分⽅程式!

同xFP⽅程式²導く



4. 拡散モデル4. 拡散モデル
■ ■ 4-4. 確率微分⽅程式{よ»解釈4-4. 確率微分⽅程式{よ»解釈

 

p  (x  ∣x  )3 3 2

←  

p  (x  ∣x  )2 2 1

←  

p  (x  ∣x  )1 1 0

←

dx(t) = f(x(t), t)dt + g(t)dw(t)

ÿssw�時間座標|  z~{注意Ās~時Ă÷û~密度関数|書}下{»：

逆拡散の確率õýー (逆拡散の確率õýー ( ))³証明³証明

x(T ) ∼ p  òT dx(t) = f(x, t) −  s(x, t) dt(
2

g(t)2 )
t

log p  (x) =0 log p  (x(T )) +T  '  ⋅+
0

T

x f(x(t), t) −  s(x(t), t) dt(
2

g(t)2 )



4. 拡散モデル4. 拡散モデル

■ ■ 4-5. フローマóÁンÀ4-5. フローマóÁンÀ

原論⽂：https://arxiv.org/abs/2210.02747

● xp  ( ∣ x)Ä x~

p  ( )Ä x~  

p  ( ∣x)Ä x~
← p(x)

 

=u  ( )x~̇ Ä x~
³

 

Ä³1
³

 

 =u  ( ∣x)(x)x~ ˙
Ä x~

³
 

Ä³1
³

https://arxiv.org/abs/2210.02747


4. 拡散モデル4. 拡散モデル
■ ■ 4-5. フローマóÁンÀ4-5. フローマóÁンÀ

ODE {¹~ア÷ýーÁ

 

(Ä)=u  (x(Ä))ẋ Ä

³

 w出来»分布  �以下²満�y：

連続の⽅程式 (連続の⽅程式 ( ))³証明³証明

x(0) ∼ p  (x), (Ä) =0 ẋ u  (x(Ä))Ä p  (x)Ä

 +
∂Ä

∂p  (x)Ä ' ⋅ (p  (x)u  (x)) =Ä Ä 0



4. 拡散モデル4. 拡散モデル
■ ■ 4-5. フローマóÁンÀ4-5. フローマóÁンÀ

z~w  |学習w}¼�良い：

��w1  (¿ーÂóø分布)xz»¸うz  ...

絵{描い�餅：}~¸うz  |わ{¼� 学習~必要zyzい2

 

(Ä)=u  (x(Ä))ẋ Ä

³

u  Ä

 

(v  (x) − u  (x))  ï Ä ,¸ Ä
2ð

Ä∼U [0,1],x∼p  Ä

p  = p1 u  Ä

u  Ä



4. 拡散モデル4. 拡散モデル
■ ■ 4-5. フローマóÁンÀ4-5. フローマóÁンÀ

 ² þイºw作»：p  Ä

● xp  ( ∣ x)Ä x~

p  ( )Ä x~  

p  ( ∣x)Ä x~
← p(x)

 

=u  ( )x~̇ Ä x~
³

 

Ä³1
³

 

 =u  ( ∣x)(x)x~ ˙
Ä x~

³
 

Ä³1
³

条件付きõýー (条件付きõýー ( ))³証明³証明

  

p  ( ∣x) = N ( ∣¼  (x),Ã  (x) I) z¹ば u  ( ∣x)Ä x~ x~ Ä Ä
2

Ä x~ =  ( − ¼  (x)) +   (x)
Ã  (x)Ä

 (x)Ã̇Ä x~ Ä ¼̇Ä



4. 拡散モデル4. 拡散モデル
■ ■ 4-5. フローマóÁンÀ4-5. フローマóÁンÀ

 ² þイºw作»：p  Ä

● xp  ( ∣ x)Ä x~

p  ( )Ä x~  

p  ( ∣x)Ä x~
← p(x)

 

=u  ( )x~̇ Ä x~
³

 

Ä³1
³

 

 =u  ( ∣x)(x)x~ ˙
Ä x~

³
 

Ä³1
³

þ´º⼊ºõýーマóñンÀ (þ´º⼊ºõýーマóñンÀ ( ))³証明³証明

(v  ( ) − u  ( ))  =ï Ä ,¸ x~ Ä x~ 2ð
Ä ,p  ( )Ä x~ (v  ( ) − u  ( ∣x))  +ï Ä ,¸ x~ Ä x~ 2ð

Ä ,p  ( ∣x)p(x)Ä x~ const.



終わり終わり
1. 導⼊

2. KLÀイバー¸·ン¹最⼩化{¸»�~
3. 潜在変数Ă÷û

4. 拡散Ă÷û



AppendixAppendix



■ ■ 変分バ¶ンù~証明変分バ¶ンù~証明

  

D  (p∥q  ) + S(p)KL ¸ = −ïlog q  (x)ð  ¸ p(x)

= −ïlog  ð  

 

q  (z∣x)¸

q  (x∣z)q  (z)¸ Z

 q  (x)¸ p(x)r(z∣x)

= − log    ï
q  (z∣x)¸

q  (x∣z)q  (z)¸ Z

r(z∣x)
r(z∣x) ð

p(x)r(z∣x)

= − log    ï
r(z∣x)

q  (x∣z)q  (z)¸ Z

q  (z∣x)¸

r(z∣x) ð
p(x)r(z∣x)

= − log   − ïD  (r(z∣x)∥q  (z∣x))ð  ï
r(z∣x)

q  (x∣z)q  (z)¸ Z ð
p(x)r(z∣x)

KL ¸ p(x)

f − log   ï
r(z∣x)

q  (x∣z)q  (z)¸ Z ð
p(x)r(z∣x)

↩  バウンù~式{戻»
↩  ³ñンø{戻»



■ ■ JSÀイバー¸·ン¹汎関数表⽰~証明JSÀイバー¸·ン¹汎関数表⽰~証明

1.  や  |  {tいv上{凸
2. z~w1  {tいv変分²xsv0xzq�  w~値|求~»：

log Ã(x) log{1 − Ã(x)} x

D max  D

  

V (D)

δV (D)

 V (D)
D

max

:= log Ã(D(x))  + log{1 − Ã(D(y))}  ï ð
p(x)

ï ð
q  (y)¸

=  {p(x) log  + q  (x) log }dx+
X 1 + e−D(x)

1
¸ 1 + e+D(x)

1

ó

=   {p(x) − q  (x)e }dx ò e =  +
X 1 + e+D(x)

δD(x)
¸

+D(x) D (x)∗

q  (x)¸

p(x)

ó

= V (D ) =  {p(x) log  + q  (x) log  }dx∗ +
X 1 +  

p(x)
q  (x)¸

1
¸

1 +  

q  (x)¸

p(x)

1

= D  (p, q  ) − 2 log 2JS ¸

↩  汎関数表⽰{戻»
↩  ³ñンø{戻»



■ ■ ラン¸ュバンMC~平衡分布| ラン¸ュバンMC~平衡分布|  wあ»こx wあ»こx

1.  x表現wv�⼀般性�失い~{³2s~時

2. ùン¸ュバンÀイúÿ¿¹~式�

3.  �  w 平衡分布|  ~時~詳細釣º合い条件²満�y

ÿ次úー¸{続くĀ

pp((xx))

p(x) =  

Z
e−E(x)

 

'  log p(x) = −'  E(x)x x

x  =t  +

平均

 x  − ϵ'  E(x)t−1 x   z , z  ∼ 2ϵ
分散

t t N (0, I)

ô x  ∼t p  (x  ∣x  ) ?ϵ t t−1 exp(−  (x  −
2(  )
分散

 2ϵ
1

t (  )) )
平均

 x  − ϵ'  E(x)t−1 x
2

p  ϵ ϵ ³ 0  

Z
e−E(x)



■ ■ ラン¸ュバンMC~平衡分布| ラン¸ュバンMC~平衡分布|  wあ»こx wあ»こxpp((xx))

  

 

p (y∣x)ϵ

p (x∣y)ϵ

= exp  (x − y + ϵ'  E(y)) − (y − x + ϵ' E(x))[
2(2ϵ)
−1

{ y
2

x
2}]

= exp    (x − y) − (y − x) + 2ϵ  + O(ϵ )   

2(2ϵ)
−1 ©̈

§
2 2

(cross term)

 (x − y)('  E(x) + '  E(y))x y
2 ¬
«

= exp    (x − y)('  E(x) +  ) + O(ϵ)   

2
−1 ©̈
§

x

'  E(x)+O(x−y)x

 '  E(y)y ¬
«

= exp  −1   + O(x − y))+ O(ϵ)   ©̈
§

E(x)−E(y)+O((x−y) )2

 (x − y)('  E(x)x ¬
«

=  exp  O(ϵ) +   

e−E(y)

e−E(x)

分散程度zのw O(ϵ)

 O((x − y) )2 ↩  ラン¸ュバンMC~説明{戻»



■ ■ ¹コアマóÁンÀ⽬的関数~変形¹コアマóÁンÀ⽬的関数~変形

  

(s  (x) − '  log p(x))  ï ¸ x

2ð
p(x)

= dx p(x)(s  (x) − '  log p(x))+ ¸ x

2

= dx p(x)s  (x) − 2 dx   +  + ¸
2 +

'  ⋅(s  (x)p(x))−p(x)'  ⋅s  (x)x ¸ x ¸

 p(x)s  (x) ⋅  ¸

'  p(x)/p(x)x

 '  log p(x)x

const

 dx p(x)('  log p(x))+ x
2

= dx p(x) s  (x) + 2'  ⋅ s  (x) − 2  + const+ [ ¸
2

x ¸ ]

表⾯項w 0

 dx '  ⋅ (s  (x)p(x))+ x ¸

= s  (x) + 2'  ⋅ s (x)  + constï ¸
2

x ¸ ð
p(x)

↩  ¹³アマóチンÀ⽬的{戻»



■ ■ ÷þイ¸ンÀ ¹コアマóÁンÀ⽬的関数~変形÷þイ¸ンÀ ¹コアマóÁンÀ⽬的関数~変形

 

(s  ( ) − '  log p  ( ))  ï ¸ x~ x~ Ã x~
2ð

p  ( )Ã x~

= d  p  ( )(s  ( ) − '  log p  ( ))+ x~ Ã x~ ¸ x~ x~ Ã x~
2

= d  p  ( )s  ( ) − 2 d    ++ x~ Ã x~ ¸ x~ 2 + x~

s  ( )⋅'  p  ( )¸ x~ x~ Ã x~

 p  ( )s  ( ) ⋅  Ã x~ ¸ x~

'  p  ( )/p  ( )x~ Ã x~ Ã x~

 '  log p  ( )x~ Ã x~

const

d  p  ( )('  log p  ( ))+ x~ Ã x~ x~ Ã x~ 2

= d    s  ( ) − 2 d  s  ( ) ⋅ '   + const+ x~

dx p  ( ∣x)p(x)∫ Ã x~

 p  ( )Ã x~ ¸ x~ 2 + x~ ¸ x~ x~

dx p  ( ∣x)p(x)∫ Ã x~

 p  ( )Ã x~

= d dx  p  ( ∣x)p(x)s  ( ) − 2s  ( ) ⋅  p(x)  + const, x~ Ã x~ ¸ x~ 2
¸ x~

p  ( ∣x)'  log p  ( ∣x)Ã x~ x~ Ã x~

 ('  p  ( ∣x))x~ Ã x~

= d dxp  ( ∣x)p(x)  + const, x~ Ã x~

(s  ( )−'  log p  ( ∣x)) −const  ¸ x~ x~ Ã x~ 2
2

 s  ( ) − 2s  ( ) ⋅ '  log p  ( ∣x)[ ¸ x~ 2
¸ x~ x~ Ã x~ ]

= (s  ( ) − '  log p  ( ∣x))  + constï ¸ x~ x~ Ã x~
2ð

p ( ∣x)p(x)Ã x~
′

↩  説明{戻»



■ ■ 拡散バ¶ンù~証明拡散バ¶ンù~証明

あx�s¼²  w期待値²取»2

  

log q  (x  )¸ 0

= log q  (x  )  ï ¸ 0 ð
p(x  ,...,x  ∣x  )1 L 0

= log   ï
q  (x  , … ,x  ∣x  )¸ 1 L 0

q  (x  ,x  , … ,x  )¸ 0 1 L ð
p(x  ,...,x  ∣x  )1 L 0

= log    ï
q  (x  , … ,x  ∣x  )¸ 1 L 0

q  (x  ,x  , … ,x  )¸ 0 1 L

p(x  , ...,x  ∣x  )1 L 0

p(x  , ...,x  ∣x  )1 L 0 ð
p(x  ,...,x  ∣x  )1 L 0

= log    ï
p(x  , ...,x  ∣x  )1 L 0

q  (x  ,x  , … ,x  )¸ 0 1 L

q  (x  , … ,x  ∣x  )¸ 1 L 0

p(x  , ...,x  ∣x  )1 L 0 ð
p(x  ,...,x  ∣x  )1 L 0

= log   +  ï
p(x  , ...,x  ∣x  )1 L 0

q  (x  ,x  , … ,x  )¸ 0 1 L ð
p(x  ,...,x  ∣x  )1 L 0 g0

 D  (p(x  , ...,x  ∣x  )∥q  (x  , … ,x  ∣x  ))KL 1 L 0 ¸ 1 L 0

g log   ï
p(x  , ...,x  ∣x  )1 L 0

q  (x  ,x  , … ,x  )¸ 0 1 L ð
p(x  ,...,x  ∣x  )1 L 0

p(x  )0

↩  説明{戻»



■ ■ Gaussian ~ マルコフ過程{おけ»補題Gaussian ~ マルコフ過程{おけ»補題

素朴{積分²取¼�平⽅完成w⽰{»|1直感的{�

 �独⽴z~w1  |与え»分散�}¼~¼~分散~和

xz»~|わ{»sx{¹�⽰{»2

補題1補題1

x  ÷
  p(x∣y)

N (x;  y,´  I)³  x x

y  ÷
  p(y∣z)

N (y;  z,´  I)³  y y

z
ó

p(x∣z) = p(x∣y)p(y∣z)dy =+ N (x;  z, (³  ́  +³  ³  x y x y ´  )I)x

  ò
x
y

=  y +  ϵ  , ϵ  ∼ N (0, I)³  x ´  x x x

=  z +  ϵ  , ϵ  ∼ N (0, I)³  y ´  y y y
x =  z +³  ³  x y  

(∗)

  ϵ +  ϵ  ³  ́  x y y ´  x x

ϵ  , ϵ  x y (∗)

³  ´  +x y ´  x

↩  時刻  w~拡散が従う分布 ~証明{戻»t



■ ■ 時刻 時刻  w~拡散|従う分布 w~拡散|従う分布

~時 明¹{{成º⽴tÿ定義}~�~Ā
 w成º⽴txy»2s~時  ~分布�

xz»��11úー¸前~ ²使うx  ~場合�  {注意
y¼�⽰{»2

tt

特{  xz»2

時刻 時刻  wの分布 wの分布tt

p(x  ∣x  ) =t 0 N  x  ;  x  , 1 −  ³  I  t  ³  

Ä=1

∏
t

Ä 0 (
Ä=1

∏
t

Ä)
x  ∼@ N (0, I)

t = 1
t t + 1

p(x  ∣x  ) =t+1 0   dx  +  p(x  ∣x  )t+1 t

N (  x  ,´  I)³  t+1 t t+1

N (  x  , 1−  ³  I) ³  ∏Ä=1
t

Ä 0 ( ∏Ä=1
t

Ä)

 p(x  ∣x  )t 0 t

補題1 t + 1 ´  =t+1 1 − ³  t+1

↩  説明{戻»



■ ■ Gauss分布~分散{よ»展開Gauss分布~分散{よ»展開

形式的{öイùー展開y»x

xs½w1  ~ù÷ù·アン²計算y»x

xz»~w⽰{�sx{z»2  

補題2補題2

N ( ;x,Ã I) =x~ 2 δ( −x~ x) +  ' δ( −
2
Ã2

2 x~ x) + O(Ã )4

N ( ∣x, Ã I) =x~ 2 +

δ( −x)x~

N ( ∣x,Ã I)∣x~ 2
Ã ´02 Ã  +2

 − dim( )+  N ( ∣x,Ã I)∣  

2Ã2
1 ( x~

Ã2
( −x)x~ 2 ) x~ 2

Ã ´02

  N ( ∣x,Ã I)∣  

∂Ã2

∂
x~ 2

Ã ´02 O(Ã )4

N ( ∣x,Ã I)x~ 2

' N ( ∣x,Ã I)∣  =2 x~ 2
Ã ´02  − dim( ) +  N ( ∣x,Ã I)∣  

2Ã2

1 ( x~
Ã2

( − x)x~ 2 ) x~ 2
Ã ´02

↩  forward~証明{戻» ↩  backward~証明{戻»



■ ■ ÷ル¿関数~公式÷ル¿関数~公式

²使う2~z分⼦�1¼ý点²⾒tqzいxいqzい|1再起的{

xzsv1右辺~÷û¿関数w~指定{z»2分⺟�

補題3補題3

δ(  −x~t −x~ f( , t)Δt) =x~  +
1 + '  ⋅ f(  , t)Δtx~ x~t

δ(  − − f(  , t)Δt)x~t x~ x~t
O(Δt )2

 

δ(F ( )) =  x~
det ∣'  F ( )∣x~

⊤ x~
F ( )のゼロ点~わº1次展開x~

  

x~ =  − f( , t)Δt =  − f(  − f( , t)Δt, t)Δt =  − f(  , t)Δt + O(Δt )x~t x~ x~t x~t x~ x~t x~t 2

  

det ∣ − I − '  f ( , t)Δt∣ = det(I + '  f ( , t)Δt)x~
⊤ x~ x~

⊤ x~

=  ∣Ã∣  (δ  + ∂  f ( , t)Δt) =  ∣Ã∣(  + o(Δt))
Ã(S  N

∑
i=1

∏
N

i,Ã(i) i
Ã(i) x~

Ã(S  N

∑
Ã=1の�⾮ゼロ

  δ  + [  δ  ]∂  f ( , t)Δt
i=1

∏
N

i,Ã(i)

j=1

∑
N

i=1,i=j

∏
N

i,Ã(i) j
Ã(j) x~

= 1 + '  ⋅ f( , t) + o(Δt)x~ x~
↩  forward~証明{戻»



■ ■ Kolmogorov forward ⽅程式 (Fokker-Planck⽅程式)Kolmogorov forward ⽅程式 (Fokker-Planck⽅程式)

離散版ÿGauss分布{¸»Markov連鎖Ā²考え1時刻  w~分布~表現²  ⼀次
~ww考え»2ssw�  xwvい»2

あx� ⼀項⽬²移⾏w1  w割¼�

最後{  ²使い 2 

t Δt

x  =t ,x  =x~ t−1 x

  

p  ( )t x~ = p  ( ∣x)p  (x)dx+ t x~ t−1

=  p  (x)dx+
δ( −x−f(x,t)Δt)+  '  δ( −x−f(x,t)Δt)x~

2
g(t) Δt2

x~
2 x~

 N ( ∣x + f(x, t)Δt, g(t) ΔtI)x~ 2
t−1

= p  ( − f( , t)Δt)/(1 + '  ⋅ f( , t)Δt) +  '  p  ( )t−1 x~ x~ x~ x~
2

g(t) Δt2

x~
2

t−1 x~

= p  ( )  +  '  p  ( )t−1 x~

−Δt'  ⋅(f( ,t)p  ( ))x~ x~ t−1 x~

 −f( , t)Δt ⋅ '  p  ( ) − '  ⋅ f( , t)Δtp  ( )x~ x~ t−1 x~ x~ x~ t−1 x~ 2
g(t) Δt2

x~
2

t−1 x~

Δt

 =
Δt

p  ( ) − p  ( )t x~ t−1 x~
−'  ⋅x~ (f( , t)p  ( )) +x~ t−1 x~  '  p  ( )

2
g(t)2

x~
2

t−1 x~

p  =t−1 p  +t O(Δt) Δt ³ +0 ↩  説明{戻»

補題2

補題3



■ ■ Kolmogorov backward ⽅程式Kolmogorov backward ⽅程式

離散版ÿGauss分布{¸»Markov連鎖Ā²考え1時刻  w~分布~表現²  ⼀次
~ww考え»2ssw�  xwvい»2

あx� ⼀項⽬²移⾏w1  w割¼�

最後{  ²使い 2 

t Δt

x  =t ,x  =x~ t+1 x

  

p  (x  ∣ )t s x~ = p  (x  ∣x)p  (x∣ )dx+ t+1 s t x~

= p  (x  ∣x)  dx+ t+1 s

δ(x− −f( ,t)Δt)+  '  δ(x− −f( ,t)Δt)x~ x~ 2
g(t) Δt2

x
2 x~ x~

 N (x∣ + f( , t)Δt, g(t) ΔtI)x~ x~ 2

=  +  Δt'  p  (x  ∣ )

p  (x  ∣ )+f( ,t)Δt⋅'  p  (x  ∣ )t+1 s x~ x~ x~ t+1 s x~

 p  (x  ∣ + f( , t)Δt)t+1 s x~ x~
2

g(t)2

x~
2

t+1 s x~

Δt

 =
Δt

p  (x  ∣ ) − p  (x  ∣ )t s x~ t+1 s x~ f( , t) ⋅x~ '  p  (x  ∣ ) +x~ t+1 s x~  '  p  (x  ∣ )
2

g(t)2

x~
2

t+1 s x~

p  =t+1 p  +t O(Δt) Δt ³ +0 ↩  説明{戻»

補題2



■ ■ 逆拡散逆拡散

時刻  w 1時刻  w  ²⾒出y確率密度�1  �
|1s¼²時間微分y»x

最後~段~wく»x1  {関y»⽅程式2s¼²  {tいv積分y»

−'  (p  (  ∣ )p  ( )) + 2'  p  (  ∣ ) ⋅ '  p  ( ) + p  (  ∣ )'  p  ( )x~
2

t x~s x~ t x~ x~ t x~s x~ x~ t x~ t x~s x~ x~
2
t x~

t x s x  s p  (x  ,x) =t s p  (x  ∣x)p  (x)t s t

 

  

∂t
∂

p  (x  ∣x)p  (x)t s t

 p  (x  ,x)t s

=  p  (x) + p  (x  ∣x)  

−f(x,t)⋅'  p  (x  ∣x)−  '  p  (x  ∣x)x t s 2
g(t)2

x
2

t s

  p  (x  ∣x)
∂t

∂
t s t t s

−'  ⋅(f(x,t)p  (x))+  '  p  (x)x t 2
g(t)2

x
2

t

  p  (x)
∂t

∂
t

= −'  (f(x, t)p  (x  ∣x)p  (x)) +  (−  + p  (x  ∣x)'  p  (x))x t s t 2
g(t)2

'  p  (x  ∣x) ⋅ p  (x)x
2

t s t t s x
2

t

= −'  {[f( , t) − g(t) '  log p  ( )]  }+  (−'  (  )x~ x~ 2
x~ t x~

p  (  , )t x~s x~

 p  (  ∣ )p  ( )t x~s x~ t x~ 2
g(t)2

x~
2

p  (  , )t x~s x~

 p  (  ∣ )p  ( )t x~s x~ t x~

p  (x  ,x)t s x  s



■ ■ 逆拡散逆拡散

 xy»x

u¹{  xy»x

ùúõøx分散²読�取»x1s¼� 以下~確率微分⽅程式{¹誘導u¼»
Fokker-Plank⽅程式wあ»~|わ{»：

p  (x  ,x)dx  :=∫ t s s p  (x)t
(b)

 p  
(x) =

∂t
∂

t
(b) −'  {[ (x, t) −x f

~
g(t) '  log p  (x)]p  (x)} +2

x t t
(b)

 (−'  p  (x))
2

g(t)2

x
2

t
(b)

Ä = T − t

   p  
(x)

∂Ä
∂

t
(b) = −'  {− [f(x, t) − g(t) '  log p  (x)]p  (x)}+  '  p  (x)x

2
x t t

(b)

2
g(t)2

x
2

t
(b)

  

dx(Ä) = −[f(x, t) − g(t) '  log p  (x)]dÄ + g(t)d (Ä)2
x t w̄

↩  説明{戻»



■ ■ 逆拡散~確率フローw~尤度計算逆拡散~確率フローw~尤度計算

解²  x{くx1微分~連鎖率{¹x(t)

  

 p  (x(t))
dt

d
t

=  +  ⋅ '  p  (x(t))

Fokker-Planck⽅程式

   (x)ṗt

逆拡散の確率õロー

 (t)ẋ x t

= −'  ⋅ ([f(x, t) −  s(x, t)]p  (x))+ [f(x, t) −  s(x, t)] ⋅ '  p  (x(t))x 2
g(t)2

t 2
g(t)2

x t

= −('  ⋅ [f(x, t) −  s(x, t)])p  (x)x 2
g(t)2

t

ó

 log p  (x(t)) = −'  ⋅ [f(x, t) −  s(x, t)]
dt

d
t x 2

g(t)2

ó

log p  (x(T )) − log p  (x(0)) = −  '  ⋅ [f(x(t), t) −  s(x(t), t)]dtT 0 +
0

T

x 2
g(t)2

↩  説明{戻»



■ ■ 連続~⽅程式連続~⽅程式

~z1時刻  w~分布�以下~¸う{{q»：

s¼²素朴{時間微分y»x⽰{»：

Ä

p  (x) =Ä δ(x −+ x(Ä))p  (x(0))dx(0)0

  

 

∂Ä
∂p  (x)Ä =  δ(x − x(Ä))p  (x(0))dx(0)

∂Ä
∂ + 0

= (−  ) ⋅ '  δ(x − x(Ä))p  (x(0))dx(0)+
u  (x(Ä))Ä

 (Ä)ẋ x 0

= −'  ⋅ (u  (  ))δ(x − x(t))p  (x(0))dx(0)x + Ä

x{置き換えv良い

 x(Ä) 0

= −'
 
⋅

 u  (x)   x Ä

p  (x)Ä

 δ(x − x(Ä))p  (x(0))dx(0)+ 0

↩  説明{戻»



■ ■ 条件付}フロー条件付}フロー

|条件z~w  ~解�

xz»2s¼²  微分y¼�

xz»2

δ( −+ x~  (x))  d  =x~Ä
N (0,I)

 p  (  )0 x~0 x~0  

N (¼  (x),Ã  (x) )Ä Ä
2

 p  ( ∣x)Ä x~

 = (x)x~Ä ˙ u  (  ∣Ä x~Ä x)

 (x) =x~Ä ¼  (x) +Ä Ã  (x)  Ä x~0

Ä

  

u  (  ∣ x)Ä x~Ä =   (x) +  (x)¼̇Ä Ã̇Ä

(x  (x)−¼  (x))/Ã  (x)Ä Ä Ä

 x  0

=  (x  (x) − ¼  (x)) +   (x)
Ã  (x)Ä

 (x)Ã̇Ä
Ä Ä ¼̇Ä

↩  説明{戻»



■ ■ フローx条件付}フロー~関係式フローx条件付}フロー~関係式

連続~⽅程式²⽐較y»2

あx�移⾏y¼�OK2

補題4補題4

u  ( ) =Ä x~  

p  ( )Ä x~
u  ( ∣x)p  ( ∣x)p(x)dx∫ Ä x~ Ä x~

  

−'  ⋅  x~ (u  ( )p  ( )Ä x~ Ä x~ ) =  p  ( )
∂Ä
∂

Ä x~

=  p  ( ∣x)p(x)dx
∂Ä
∂ + Ä x~

= −'  ⋅  x~ u  ( ∣x)p  ( ∣x)p(x)dx+ Ä x~ Ä x~

↩  þイº⼊ºフローマóチンÀ証明{戻»



■ ■ þイº⼊ºフローマóÁンÀþイº⼊ºフローマóÁンÀ

þûĀ⼆乗²展開wv⽐較w~y：

³補題4

  

(v  ( ) − u  ( ))  ï Ä ,¸ x~ Ä x~ 2ð
Ä ,p  ( )Ä x~

= v ( ) − 2v  ( ) ⋅  + const.ï Ä ,¸ x~ 2
Ä ,¸ x~

dxp(x)[p  ( ∣x)u  ( ∣x)]/p  ( )∫ Ä x~ Ä x~ Ä x~

 u  ( )Ä x~ ð
=  v  ( ) d − 2  v  ( ) ⋅  d  ï+

p  ( ∣x)p(x)dx∫ Ä x~

 p  ( )Ä x~ Ä ,¸ x~ 2 x~ + p  ( )Ä x~ Ä ,¸ x~
 p  ( )Ä x~

u  ( ∣x)p  ( ∣x)p(x)dx∫ Ä x~ Ä x~ x~ð
Ä

+ const.

= v  ( ) − 2v  ( ) ⋅ u  ( ∣x) + const.ï Ä ,¸ x~ 2
Ä ,¸ x~ Ä x~ ð

Ä ,p  ( ∣x)p(x)Ä x~

= (v  ( ) − u  ( ∣x))  + const’.ï Ä ,¸ x~ Ä x~ 2ð
Ä ,p  ( ∣x)p(x)Ä x~

↩  説明{戻»




